Rozwigzania wybranych zadan z listy 5

Antoni Koscielski

1 Dwie calki

Najpierw wyprowadzimy pewien wzér z rachunku catkowego. Wezmy funkcje
arcsin : [—1,1] — [, 5], odwrotng do funkcji sin, czyli funkcje h(z) = arcsin(x),
ktora dla wszystkich x € [—1, 1] spelnia réwnosé

sin(h(z)) =z

Rozniczkujac te ostatnig rownosé stronami otrzymujemy

1 =cos(h(x))-h'(z) = \/1 — sin?(h(x)) - h'(z) = V1 — 2% W (x).
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Wobec tego funkcja f: (0,1) — R dana wzorem

ma caltke
dr =1
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i jest gestoscia pewnego rozktadu prawdopodobienstwa, w szczegdlnosci rozktadu
pewnej zmiennej losowej X.

Uwaga. Calke [ \/;p(llifx) dr mozna tez wyliczy¢ podstawiajac t(r) = /7%= Nietrudno
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sprawdzié, ze @) (patrz rozdzial 2). Stad otrzymujemy, ze [——= de =

z(1—x)



2 Kolejna calka i wartos¢ oczekiwana zmiennej
z poprzedniego rozdzialu

Teraz policzymy wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej X z poprzedniego rozdziatu,

a wiec catke
1
X):/x /,/ dJ:
0 my/z(l — x)

Calke te bedziemy liczy¢ podstawiajac

Dla funkcji ¢(z) mamy

a takze mamy réwnosci
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Mozemy teraz obliczy¢ catke

1 L(x) L2t (x) o 22
WE(X):/O t(z) dx:/o t’(x)t(x) dx:/o Wt (x) dx:/o mdt.

Te ostatnia catke bedziemy catkowac przez czesci. Jest ona réwna

/Oot tht—/oot ( ! )ldt—t ! ’OO+/OO L oo
o (B+12 7 2+1 2410 Jo 241

—t o T m
(t2+1+arctg()> ‘Ozilg%arctg el et

(Pamietajmy, ze mamy do czynienia z catka niewlasciwa, ktéra jest odpowiedniag
granicg. Jezeli podane rachunki nie sg jasne, to mozna sprobowaé najpierw wyliczy¢
odpowiednia catke nieoznaczona).

Ostatecznie otrzymujemy, ze
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oraz B(X) = 1.

Uwaga. Latwy, ale trudny do zauwazenia sposéb wyliczenia wartosci oczekiwanej zmiennej X
jest nastepujacy: najpierw podstawiajac y = 1 — x sprawdzamy, ze fol1 [ dx = f01, /=2 da.

Wobec tego, 2rE(X fo (1 [+ 4/ =2 ) dx = fo (17 dx = . Druga z réwnoéci zacho-

dzi, gdyz réwne sg funkCJe podcalkowe




3 Gestosé

Teraz bedziemy rozwazac¢ ciagle rozktady prawdopodobienstwa, a takze zmienne
losowe (ciagle?) o ciagtych rozktadach prawdopodobienstwa. Dla takich roztadéw,
prawdopodobienistwa P(X = a) tego, ze zmienna X przyjmuje Scisle okreslona
wartos¢ a jest rowne 0. W konxsekwencji, w przypadku takich zmiennych nie inte-
resuje nas prawdopodobienstwo P(X = a), za to interesuja nas prawdopodobien-
stwa P(a < X < b) tego, ze zmienna X przyjmuje warto$¢ przynajmniej rowna a
i mniejsza od b.

Majac dystrybuante F'y te prawdopodobienstwa wyliczamy zgodnie ze wzorem

Nietrudno tez zauwazy¢, ze dla ciaggtych zmiennych losowych mamy
Pla< X <b)=Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla< X <D).

Rozktady ciagtych zmiennych losowych mozna opisywac¢ za pomoca gestosci.
Jezeli znamy gestos¢ fx zmiennej losowej X, to prawdopodobiefistwa P(a < X < b)
dla a < b (!) obliczamy zgodnie z wzorem

Pla< X <b)= /abfx(x) dx.

Takze odwrotnie, wlasciwie kazda funkcje fx spetniajaca podane réwnosci nazy-
wamy gestoscia. Dowodzi sie ponadto, ze znajomos$é prawdopodobienstw P(a <
X < b) pozwala wyliczy¢ wszystkie inne interesujace nas prawdopodobienstwa.

4 Gestosé VX

Wyznaczymy teraz gesto$¢ zmiennej losowej v X, gdzie X jest zmienng losowa o
gestosci danej wzorem

f(z) = L dla z € (0,1)

my/z(l — x)
i rozwazanej w rozdziale 1.

Wezmy wiec dwie liczby a i b takie, ze 0 < a < b < 1. Zauwazmy, ze

b? 1
/(22 m dx.

Te ostatnia catke bedziemy catkowaé przez podstawianie, zgodnie z wzorem

Pla<VX <b)=P(a® < X <b?) =

y(b)

/abg(y(x)) -y (2) dzv:/ 9(y) dy,

y(a)

uzywajac podstawienia y(x) = y/x (rosnacego!). Poniewaz

P(a<\/Y<b):/az f(z) dx:/az ;}iz)) <y (z) dz,

wiec gdyby udato sie wyrazenie




przedstawi¢ w postaci g(y(x)), to mieliby$my

/b2 O w) da = /fg(y(l‘)) (@) do = /y@/(bQ)g(y) = /bg(y) i

a2 y'(x) 2 (a2) a
Oznaczaloby to, ze funkcja g(y) jest gestoscia rozktadu zmiennej v X.

Liczmy wiec

flx 1 2 2

/( ) = (2 V) = = :
y(@) r z(1—x) ™1l—x  r /1 —92(z)

Z przedstawionych wyzej rachunkéw wynika, ze dla funkcji

=2
VT

zachodzi rownosé
P a X b = biz d = ' d
< \Y < / / .

Réwnosé ta oznacza, ze funkcja g(y) jest gestoscia zmiennej losowej v/ X.

5 Catkowanie funkcji dwéch zmiennych i podsta-
wianie
Calka
[ f.y) dudy

funkcji f(x,y) dwdch zmiennych na zbiorze P jest pewnym uogdlnieniem calki
oznaczonej funkcji jednej zmiennej na odcinku lub potprostej. Plaszczyzna ma
jednak wiele réznorodnych podzbioréw, na przyklad prostokaty P = {(z,y) €
R?*:a<z<bAc<y<d}lubkoto K o promieniu 1 i $rodku w punkcie (0,0).

Caltka funkcji dwoch zmiennych moze zostaé wyrazona jako catka podwdjna
(calka z calki). I tak dla calki po prostokacie P mamy

//Pf(:v,y) dxdy:/ab (/cdf(x,y) dy) dx:/cd (/abf(:p,y) dx) dy,

a na kole K —

[ aa= [ ([ s as)as= [ ( [ s dx) ”

gdzie np. y(x) = V1 — 2?2 jest réwnaniem goérnego potokregu ograniczajacego ko-
to K.

Dla catek funkcji dwoch zmiennych zachodzi tez nastepujacy wzor na catkowa-
nie przez podstawianie:

//Pf(U(x,y)w(x,y)) | (@, y)| dedy = /L(P)f(u,v) dudv,

gdzie
p:R* = R* oraz p(z,y) = (u(z,y),v(z,y))



jest pewnym przeksztalceniem plaszczyzny R? w siebie, spetniajacym diugy liste
zatozen, o(P) = {(u(z,y),v(z,y)) € R* : ((z,y) € P} jest obrazem zbioru P
wyznaczonym przez przeksztalcenie ¢, a

¢'(z.y) =
jest jakobianem przeksztatcenie ¢, czyli wyznacznikiem (funkcyjnej w ogdlnym

przypadku) macierzy pochodnych sktadowych przeksztalcenia ¢, czyli

d
ug(x,y) = uilxx’y) = pochodna u(z,y) ze wzgledu na = przy ustalonym y

itd. Zauwazmy jeszcze, ze |¢'(z,y)| to warto$¢ bezwzgledna jakobianu.

6 Zadanie 3 z listy 5

Mamy dwuwymiarowa zmienna losowa (X7, Xs) o gestosci

Flan, ) = 2a%e~2(@1+22) Gezeli 0 < 7 < 9,
bET 0 W przeciwnym razie.

Chcemy znalezé gesto$¢ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X7, Xy — X7).

Bedziemy szukaé gestosci tak, jak w rozdziale 4, wykorzystujac wzor na cal-
kowanie przez podstawianie. Tym razem bedziemy podstawia¢ przeksztatcenie
0 : R? — R? zdefiniowane wzorem

@(xl,%) = (U($1,$2)7U($17$2))7 gdzie U(x17952) = T oraz U<Ilax2> =Ty — T1.

Od razu wyliczmy jakobian ¢:

, | ua(zy) uy(z,y)
¢ (v,y) = ( (2. 9)

(%% J}', y) Uy

Aby catkowaé przez podstawianie w tej sytuacji, musimy znalezé funkcje g taka,
7€
2a%e("1H2) — 92~ BriH () — gy, w9), v(21, 22))

(mozna tez od razu probowaé wyliczy¢ funkcje h, patrz dalej). Nietrudno zauwazy¢,
ze te réwnosé spetnia funkcja g dana wzorem

g(u,v) = 2a%e~o2utv),
WezZmy teraz trzy zbiory
P={(u,v) eR*:a<u<bAc<uv<d}
(czyli dowolny prostokat)
A={(r1,1) € R*:a <u(r,12) <bAc<v(w,m) <d} =¢ (P)

(czyli przeciwobraz P wyznaczony przez () oraz

D= {(z1,25) ER*: 0 < z1 < 13}



Rozwiazujac odpowiednie nieréwnosci otrzymujemy, ze
P(CL <X < b,C< Xo— X1 < d) = P(a < U(X17X2) < b,c<v(X1,Xg) < d) =
:P(CL<X1 < b,C—f-Xl < Xg < d—f—Xl) = P((Xl,XQ) € A)
Stad

d+x1

b
P(a <X < b,C < Xo—X1 < d) = //Af($1,$2) dridxy = / </ f(xl,xg) dl'g) dﬂ?l,

+x1

a uwzgledniajac postaé definicji funkcji f —

Pla< X; <be< Xy—X; <d) = // 2ae~ "1+ 22) do dgy =
AND

= /Ang(U(xl,xz),v(xl,xz)) -1 dzdy.

Jezeli teraz skorzystamy z twierdzenia o podstawianiu i réznowartosciowosci ¢, to
otrzymamy

Pla<X; <bec< Xo—X; <d) = // g(u,v) dudv = // g(u,v) dudv.
(=1 (A))Ne(D Pnp(D)

)
Teraz musimy wyliczy¢ obraz ¢(D). Mamy
(D) = {(u(wy,m9),v(z1,72)) € R*:0 <2y < 22} = {(u,v) € R*: 0 < uA0 < v}.

Wobec tego dla funkcji

B, v) glu,v) jezeli 0 <uA0<wv, | 2a2e 2+ jegeli 0 <uA0<wv,
10 w przeciwnym razie. | 0 W przeciwnym razie.
mamy

Pla< X;<bec< Xo— X, <d)://h(u,v) dudv.
P

Ta réwno$c¢ stwierdza, ze funkcja H jest gestoscia dwuwymiarowej zmiennej losowej

<X17X2 - Xl)



