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1 Kilka oczywistych wlasnoSci sumowania

Czesto korzystamy z operatora sumowania i piszemy wyrazenia tkie, jak
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doxg, Y f(@), ub > ().
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Tego typu wyrazen nawet nie definiuje si¢. Zaktada sie, ze wszyscy doskonale wie-
dza, co te wyrazenia znacza. W ostatnim wzorze dobrze jest zatozy¢, ze zbior I
jest skonczony. W polskiej literaturze matematycznej chyba jest ksigzka wybitnego
matematyka, zastuzonego dla informatyki, zawierajgca definicje takich operato-
row i dowody ich podstawowych wlasnosci, ktora zostata krytycznie zrecenzowana
przez innego wybitnego matematyka. Gléwny zarzut sprowadzal sie stwierdzenia,
ze ksigzka zawiera wiele niepotrzebnych rzeczy, a za mato potrzebnych.

Wyrazenia 3-7_, f(j) definiuje si¢ zwykle przez indukcje przyjmujac

> 1) =0 oras 3 1) = (z f(j)> + ).

Mozna dowies¢, ze takie sumy nie zaleza od kolejno$ci sumowania. Wiedzac to
mozna rozszerzy¢ stosowalnosé operatora sumowania na dowolne, skoniczone zbiory
indekséw. Majac dowolny n elementowy zbiér indekséw I, funkcje f : I — R i
bijekcje h: {1,...,n} — I mozna przyjaé, ze

> 10) = f:lf(h(j))-

W szczegdlnosci, mamy

> f(i)=0.
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1.1 Zmiana zbioru indeksow

Bardzo czesto stosujemy przeksztalcenia takie, jak
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Mozna dowies¢ bardzo ogodlnie nastepujacy fakt o zmianie zbioru indeksow:
Fakt 1.1 Jezeli h: J — I jest bijekcja, to

Y f@) = f(h(5). O (1)
iel jeJ
Mozna z niego wywnioskowaé¢ kolejny:
Fakt 1.2 Jezeli h: I — I jest permutacja zbioru I, to

> fi) =2 f(h(i). O

el il



1.2 Sumowanie zbioréw indekséw
Kolejny bardzo prosty i oczywisty fakt jest nastepujacy:
Fakt 1.3 Jezeli zbiory I, I, ..., I, sa parami roztgczne, to

S i)=Y f6). O
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1.3 Pary jako indeksy

Teraz bedziemy rozwazac zbiory indekséw zawarte w skonczonym iloczynie karte-
zjanskim A x B.
Przyda sie¢ nam nastepujaca umowa notacyjna: napis

> f(i) oznacza Z f(@@).
ixp(i) i€{ip(i)}
Fakt 1.4 Przyjmijmy, ze zbiory A i B sa skonczone oraz I C A x B. Wtedy
Yo fEa) =22 > f.)=> > f@j). 0O
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Ten fakt mozemy wykorzysta¢ do sumowania wyrazéw m, ; macierzy M o wy-
miarach m x n. Oczywiscie, zachodzg nastepujace wzory

Z mij = Z Z Mij = Z Z M j-
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2 Wartosé oczekiwana sumy wylosowanych liczb

Co prawda w oryginalnym zadaniu nalezato wyliczy¢ wartosé oczekiwang sredniej
wylosowanych liczb, ale wszystkie istotne trudnosci juz wystepuja, gdy liczymy
warto$¢ oczekiwang sumy wylosowanych liczb. Przyjmijmy wiec, ze

Q={AC{1,2,...,49} : | A| =6},
S:Q— R oraz S(A)=) A=) i
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Na przestrzeni € jest okreslone prawdopodobienstwo P takie, ze
1
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Bedziemy oblicza¢ E(S). Rachunki zaleza troche od przyjetej definicji wartosci
oczekiwanej.

2.1 Pierwsza metoda

Korzystamy z podstawowej definicji wartosci oczekiwanej, trudnej do praktycznego
zastosowania (czesto nie znamy przestrzeni 2), i przez to unikane;j.

S S PUA) = Y Y=Y Y immYi Y 1=
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zpofzi-\{/l: iEA}|:p0< )Zz_p0<48>-49.25=150.
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2.2 Metoda druga

Teraz skorzystamy z czesto uzywanej definicji wartosci oczekiwanej wykorzystuja-
cej pojecie rozktadu zmiennej. Zauwazmy, ze rozktad zmiennej S jest skupiony na
zbiorze liczb od 21 do 279. Wobec tego
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Wymagane teraz obliczenia zostaly sprowadzone do obliczen wymaganych w
poprzednim rozwigzaniu.

2.3 Metoda trzecia, pomystowa

Wezmy pomocnicza funkeje b : {1,2,...,49} — {1,2,...,49} zdefiniowana wzo-
rem h(x) = 50 — z. Oczywiscie, jest to permutacja zbioru {1,2,...,49}. Najpierw

obliczym
o S S h)
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Korzystajac z wzoru (1) powyzsze wyrazenie zapisujemy jako

DD hi) =3 > i=2 S0

AEQicA A€Q ieh[A] AeQ

(podstawiamy w (1) f =1id, J = A oraz I = h[A]). Jezeli jeszcze raz skorzystamy
z wzoru (1) i z tego, ze operacja obrazu wyznaczona przez h jest permutacja zbioru
), to otrzymamy réwnosé

> S(4) = > S(h[A])
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Ostatecznie dostajemy

DD hG) =3 > i

AeQ €A AeNicA

Na koniec zauwazmy, ze

233 i=>"3" i+ >3 h() = D (i+h(i) = 6-50=300-|€Q].
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