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1 Przestrzenie probabilistyczne

1.1 Zdarzenia elementarne

Zbiér zdarzen elementarnych to dowolny niepusty zbior. Elementy tego zbioru
nazywamy zdarzeniami elementarnymi. Mozna mysle¢, ze jest to zbior wszystkich
mozliwych wynikéw pewnego doswiadczenia losowego.

1.2 Rozklad prawdopodobienstwa dla skonczonych zbio-
row zdarzen elementarnych

Przypuéémy, ze 2 jest skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych. Rozktadem
prawdopodobienistwa nazywamy dowolng funkcje p : Q — [0, 1] taka, ze

> pw) =1L

weN

Wartosé p(w) jest nazywana prawdopodobienstwem wystapienia zdarzenia (ele-
mentarnego) w i jest interpretowana jako szansa wystapienia tego zdarzenia lub
czestosé wystepowania tego zdarzenia.

1.3 Zdarzenia

W dos$wiadczeniu losowym (a wiec na poziomie intuicyjnym), zdarzeniem nazy-
wamy zajscie jednego z wielu zdarzen elementarnych. Na przyktad zdarzenie pole-
gajace na tym, ze przy rzucie kostka wypadnie parzysta liczba oczek sktada sie z
trzech zdarzen elementarnych polegajacych na wyrzuceniu 2, 4 lub 6 oczek. Zda-
rzenie moze wiec by¢ rozumiane jako alternatywa zdarzen elemenarnych i moze
by¢ utozsamiane ze zbiorem zdarzen elementarnych.

Przyjmujemy, ze zdarzenie to zbiér zdarzen elementarnych. Jezeli zbior wszyst-
kich zdarzen elementarnych jest skonczony, to dowolny zbiér zdarzen elementar-
nych jest zdarzeniem. Dla nieskonczonych zbioréw zdarzen elementarnych definicja
bedzie bardziej restrykcyjna.

Taka definicja powoduje pewne komplikacje. Nie wida¢ istotnych powodow, aby
rozrozniaé zdarzenie elementarne w i zdarzenie {w}. Bedziemy zwykle postugiwaé
si¢ zdarzeniami, a zdarzenie elementarne bedziemy utozsamiaé ze zdarzeniem jed-
noelementowym.

1.4 Cialo zbiorow

Niepusta rodzine (zbiér) C C P(2) nazywamy ciatem zbioréw, jezeli C jest za-
mknieta ze wzgledu na sume mnogosciowa i dopelnienie (do zbioru 2).

Jest oczywiste, ze ciato zbiorow jest zamkniete ze wzgledu na wszystkie skon-
czone dziatania mnogosciowe (iloczyn kartezjanski nie jest uwazany za dziatanie



mnogosciowe), nalezy do niego zbior 2 i zbiér pusty. Zdarzenia tworza ciato zbio-
rOW.

Przykladem ciata jest zbior P(2) wszystkich podzbiorow Q. Ciatem jest tez
zbior

{X C N : X jest skoniczony lub ma skoniczone dopelnienie}.

W rachunku prawdopodobienstwa czesto stosuje sie zamiast mnogosciowej in-
ng, charakterystyczng terminologie. Zbior wszsytkich zdarzen elementarnych €2
nazywa si¢ zdarzeniem pewnym, zbior pusty — zdarzeniem niemozliwym, dopetnie-
nie zdarzenia nazywa sie zdarzeniem przeciwnym. Elementy zdarzenia A (a wiec
zdarzenia elementarne) nazywa sie zdarzeniami sprzyjajacymi zajsciu zdarzenia A.
Mowi sie tez o sumie zdarzen, czyli o sumie mnogosciowej, oraz o iloczynie zdarzen,
czyli o przekroju.

1.5 Prawdopodobienstwo zdarzenia

Prawdopodobienstwo zdarzenia A ma odpowiadaé intuicyjnemu pojeciu szansy
zajscia zdarzenia A i jest rozumiane jako suma szans zajscia zdarzen elementarnych
sktadajacych sie A. Zwykle uwaza sie, ze przy rzucie kostka szansa wypadniecia
parzystej liczby oczek jest suma szans wypadniecia 2, 4 i 6 oczek.

Jezeli mamy dany rozktad prawdopodobienstwa p, to prawdopodobienstwo zda-
rzenia A definiuje sie jako liczbe P(A) dana wzorem

P(A) = pw).

wEA

Nietrudno zauwazy¢, ze dla kazdej pary roztacznych zbioréw A, B € P (), zacho-
dzi réwnos¢

P(AU B) = P(A) + P(B).
Mamy tez P(2) = 1.

1.6 Skonczone przestrzenie probabilistyczne

Przestrzenia probabilistyczng (albo losowa) nazywamy uktad zlozony ze zbioru
zdarzen elementarnych €2, zbioru (wszystkich) zdarzen i prawdopodobienstwa. Na
razie rozwazamy przypadek, w ktorym zbior €2 jest skoniczony. W tym przypadku
zbiorem wszystkich mozliwych zdarzen jest zwykle zbior P(Q2) wszystkich pod-
zbioréw €, a prawdopodobienstwo jest funkcja P : P(2) — [0,1] (okreslona na
zbiorze wszystkich zdarzen) i spelniajaca speliajace warunki:

1. P(Q) =1 oraz
2. P(AUB) = P(A)+ P(B) dla kazdej pary roztacznych zdarzen A, B € P(1).

Ta druga wtasnos$¢ prawdopodobienistwa nazywa sie addytywnoscia. Warto$¢é P(A)
nazywamy prawdopodobienstwem (zajécia) zdarzenia A.

Wida¢ juz pewne trudnosci jezykowe. Bedziemy zwykle mowi¢ zdarzenie lub
prawdopodobienstwo zdarzenia, mimo ze pojecia te zalezg od przestrzeni probabi-
listycznej. Nie grozi to zadnymi konsekwencjami przynajmniej tak dtugo, dopoki
analizujemy jedng, okre$long przestrzen probabilistyczng i bez trudu domyslamy
sie, jaka przestrzen rozwazamy w tym momencie.



1.7 Najprostsze wlasnosci prawdopodobienstwa

7. definicji przestrzeni probabilistycznej wynika, ze prawdopodobienstwa ma na-
stepujace wlasnosci:

1. Jezeli A C B, to P(A) < P(B) (monotonicznosé),

2. P(A°) =1— P(A) (A° oznacza zdarzenie przeciwne do A, czyli dopelnienie

S

Y

(
)
3. P(0) =0 oraz 0 < P(A) < 1 dla dowolnego zdarzenia A,
4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(An B) dla kazdej pary zdarzen A i B,
5. P(AUB) < P(A)+ P(B) dla kazdej pary zdarzen A i B (podaddytywnos¢).

7 przyjetej definicji wynika takze, ze dla dowolnego zdarzenia A zachodzi wzor

= > P({w}).

wEA

W przypadku skoniczonych zbiorow zdarzen elementarnych mamy wzajemnie
jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy rozktadami prawdopodobienstwa i przestrze-
niami probabilistycznymi. Majac przestrzen probabilistyczna tatwo zdefiniowaé
rozktad prawdopodobienstwa p odpowiadajacy tej przestrzeni. Mozemy to zrobié¢

przyjmujac, ze
p(w) = P({w}).

7 drugiej strony, majac rozktad prawdopodobiestwa p na skoniczonym zbiorze 2,
na zbiorze P(2) mozemy zdefiniowaé¢ prawdopodobienstwo przyjmujac, ze

= > pw)

weA

Sprawdzenie, ze zachodza wymagane wlasnosci prawdopodobienstwa, badz rozkta-
du, a takze ze opisana odpowiednio$¢ jest wzajemnie jednoznaczna pozostawiam
jako zadanie.

1.8 Sumy przeliczalnych zbioréw liczb

Chcemy postugiwaé sie symbolem

> p(w)

w€eA

takze w przypadku, gdy A jest zbiorem nieskoniczonym i przeliczalnym. Sa dwie
metody definiowania tego symbolu w tym przypadku. Mozemy ustawi¢ elementy

A w réznowarto$ciowy ciag wg, wi,ws, . . . 1 przyjac, ze
Z plw) = ZP(%)~
weA =0

Wada tej definicji jest, ze moze zaleze¢ od wyboru ustawienia elementéw zbioru A
(patrz dodatek o sumowaniu wyrazéw ciagu nieskonczonego). Mozna tez przyjac,
ze

> plw) =sup{ D p(w): X T AA X jest skoficzony}.

weA weX
Ta definicja z kolei nie odpowiada intuicjom, jezeli funkcja p przyjmuje wartosci
ujemne. Zauwazmy jednak, ze zachodzi nastepujacy lemat.



Lemat 1.1 JezZeli funkcja p przyjmuje na zbiorze A wartosci nieujemne i wg, wy, wa, . . .
jest réznowartosciowym ciggiem, takim, Ze A = {wy, w1, wa, ...}, to szereg

Zp(wi)
i=0
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

sup{ > _ p(w) : X C AA X jest skoriczony},

weX

a jezeli podany szereq jest zbieiny, to zachodzi rownosé

> p(w;) =sup{ D p(w) : X C AAX jest skoriczony}.
=0

weX

Dowdéd. Suma szeregu o wyrazach dodatnich, czyli granica niemalejacego ciggu
liczb jest réwna supremum wyrazow tego ciggu. Wobec tego poréwnujemy suprema
dwdbch zbioréw:

n

A={>_p(w):neN}oraz B={) p(w): X C AAX jest skoriczony}.

=0 weX

Oczywiscie, A C B. Ponadto, kazdy element zbioru B jest mniejszy od pewnego
elementu B badz jest jemu rowny. Stad wynika, ze zbiory ograniczen goérnych
zbioréw A i B sg identyczne. Jezeli zbiory ograniczen sg puste, to oba suprema nie
istnieja. W przeciwnym razie oba suprema sa identyczne. O

Whniosek 1.2 Przestawiajgc wyrazy zbieznego szerequ o wyrazach nieujemnych
otrzymugjemy szereq o tej samej sumie. O

Zauwazmy jeszcze, ze na wyktadzie analizy dowodzi sie nieco ogdlniejsze twier-
dzenie o przestawianiu wyrazéw szeregoéw bezwzglednie zbieznych, zas sume do-
wolnego zbioru przeliczalnego mozna zdefiniowa¢ wzorujac sie na teorii catki w
nastepujacy sposob:

> p(w;) =sup{ DY _ p(w) : X € AAX jest skonczony }+inf{ > p(w) : X C AAX jest skoriczony}.
=0

weX weX

Liczac w ten sposob sume najpierw sumujemy wyrazy dodatnie (suma ta jest row-
na supremum zbioru skoniczonych sum cze$ciowych), nastepnie sumujemy wyrazy
ujemne (otzrymujemy infimum tego zbioru), a w koncu obie sumy dodajemy. Pa-
mietajmy takze, ze >, cp p(w) = 0.

1.9 Rozklad prawdopodobienstwa dla zbioréw przeliczal-
nych

Klopoty z defimicja rozktadu prawdopodobienstwa (i samego prawdopodobien-
stwa) w przypadku nieskoriczonych zbioréw zdarzen elementarnych biora sie stad,
ze powinnismy sumowaé¢ nieskonczone zbiory liczb. Jest to tatwe jeszcze dla zbio-
row przeliczalnych.

Przypu$émy, ze €2 jest przeliczalnym zbiorem zdarzen elementarnych. Rozkta-
dem prawdopodobienstwa nazywamy dowolng funkcje p : Q — [0, 1] taka, ze

sup{ > _ p(w) : A C QA A jest skoficzony} = 1.
weA



Wartosé p(w) jest nazywana prawdopodobienstwem wystapienia zdarzenia (ele-
mentarnego) w i jest interpretowana jako szansa wystapienia tego zdarzenia lub
czestosé wystepowania tego zdarzenia.

Przytoczona definicja stwierdza dwa fakty. Jezeli sumujemy prawdopodobien-
stwa skonczenie wielu zdarzen elementarnych, to zawsze otrzymamy liczbe < 1, a
ponadto, sumujac prawdopodobienstwa skonczenie wiele (odpowiednio dobranych)
zdarzen elementarnych mozemy otrzymaé¢ wartosci dowolnie bliskie 1.

Jezeli zbior () jest nieskonczony i ponumerujemy jego elementy w sposéb rézno-
wartosciowy, np. przyjmiemy, ze Q = {wo, w1, ws, . . .}, gdzie wy # w; dla dowolnych
roznych liczb naturalnych & i [, to warunek z definicji rozktadu mozna zastapic
rownowazng rownoscia

ip(wk) = 1.
k=0

W ten sposdb otrzymujemy réwnowazng definicje rozktadu prawdopodobienstwa.

1.10 Przeliczalne przestrzenie probabilistyczne

Przypusémy, ze 2 jest przeliczalnym (nieskoniczonym) zbiorem zdarzen elementar-
nych. W tym przypadku przestrzenig probabilistyczng nazywamy uktad ztozony
ze zbioru zdarzen elementarnych €2, zbioru zdarzen, czyli rodziny P(2) wszyst-
kich podzbioréw €, oraz prawdopodobiefistwa P : P(2) — [0, 1], czyli funkcji
spetniajacej warunek

1. P(Q) =1 oraz

2. dla dowolnego ciagu Ay, Ay, As, ... parami roztacznych zdarzen (podzbiorow
) réwnosci
P({J Ai) =>_ P(4).
i=0 =0

Warto$¢ P(A) nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia A.
Zauwazmy, ze z rownosci podanej w definicji przestrzeni probabilistycznej wy-
nika, ze

P(AUB) = P(A) + P(B)

dla dowolnych roztacznych zbioréw A, B C Q. Aby to wykazaé, rozwazamy ciag
A,B,0,0,0,.... Prawdziwe jest tez wszystkie wlasnosci prawdopodobienstwa po-
dane w rozdziale 1.7 oraz wzér wyrazajacy prawdopodobienstwo zdarzenia przez
prawdopodobienstwo zdarzen elementarnych podobny do wzoru znanego z prze-
strzeni skonczonych. W przypadku przestrzeni przeliczalnych i nieskonczonych,
dla skonczonego zbioru A wzor ten jest doktadnie taki sam, a dla nieskonczone-
go zbioru A = {wp, w1, ws, ...} (i réznowartosciowej numeracji jego elementéw) —
przyjmuje postacie

P(A) =sup{P(X) : X C AA X jest skoficzony} = Y P(w;).

=0

Dla przeliczalnych zbioréw zdarzen elementarnych — podobnie jak dla skonczo-
nych — mamy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy rozktadami praw-
dopodobienstwa i przestrzeniami probabilistycznymi.



1.11 Addytywne i c-addytywne funkcje zbiorow

Niech f bedzie rzeczywista funkcja okreslong na pewnym ciele zbioréw C. Funkcja
f jest addytywna, jezeli

f(AUB) = f(A) + f(B)

dla kazdej pary roztacznych zbiorow A, B € C.
Funkcja f jest o-addytywna, jezeli

f(Q)A» - iﬂA

dla kazdego ciagu Ay, Ay, Ao, ... parami roztacznych zbioréw z C takich, ze U2, A; €
C.

Nietrudno zauwazy¢, ze kazda o-addytywna funkcja jest tez addytywna.

Lemat 1.3 Niech [ bedzie addytywng funkcjg okreslong na ciele podzbiorow §2.
Nastepujgce warunki sg rownowazna:

1. f jest o-addytywna,

2. Dla dowolnego wstepujgcego ciggu zbiorow Ay, Ay, A, . .. takiego, ze ;2 A; €
C zachodzi rownosé

£(U 4) = lim 54,

3. Dla dowolnego zstepujgcego ciggu zbiorow Ay, Ay, Ag, . . . takiego, ze N2, A; €
C zachodzi rownosé

£ A) = lim f(4).

4. Dla dowolnego zstepujgcego ciggu zbiorow Ay, Ay, Ag, . .. takiego, Ze (72, A; =
() zachodzi réwnosé

lilm f(A) =

Dowdéd. Aby dowiesé, ze warunek 1) implikuje warunek 2), korzystamy ze wzoru

UA AOUU Asr \ Ay)

stusznego dla dowolnego wstepujacego ciagu zbioréw Ag, Ay, As, ... i umozliwia-
jacego uroztacznienie jego wyrazéw. W dowodzie warunku 3) przechodzimy przez
dopehienia korzystajac z warunku 2) i wzoru f(A¢) = f(2) — f(A). Warunek
4) wynika w oczywisty sposéb z warunku 3). Pokazemy tylko, jak z warunku 4)
wyprowadzi¢ warunek 1).

Przypusémy, ze By, Bi, Bs, ... jest ciggiem parami roztacznych elementéow C
takim, ze N2, B; € C. Przyjmijmy, ze

e’} n—1 [e's}
= (UBZ)\(U Bi) = UBi-
i=0 i=0 i=n
Nietrudno zauwazyc¢, ze
N A, = 0.
n=0

Wobec tego,

OzliTanf( —hm UB Z B))) = ff_jB hme f(@BZ)—i_O:f(B



1.12 o-ciala zbiorow

o-ciatem nazywamy ciato zbiorow, ktore dodatkowo jest zamkniete ze wzgledu na
przeliczalne sumy mnogosciowe. Oczywiscie, kazde ciato zbiorow jest zawarte w
pewnym o-ciele i wsrod tych o-ciat zawsze jest najmniejsze.

Lemat 1.4 Niech C bedzie ciatem zbioréow. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
o C jest o-ciatem zbiorow,
o C jest zamknigte ze wzgledu na sumy wstepujgcych ciggow zbiorow,

o C jest zamkniete ze wzgledu na przekroje zstepujacych ciggow zbioréow. O

Kazdy zbiér postaci P(2) jest zar6wno ciatem, jak i o-ciatem zbioréw. Przyktad
ciata zbiorow, ktore nie jest o-ciatem jest opisany w rozdziale 1.4. Kazde skonczone
ciato zbioréw jest o-cialem, poniewaz kazda przeliczalna suma zbioréw jest tez
sumg skonczona.

1.13 Dowolne przestrzenie probabilistyczne

Przestrzenia probabilistyczna nazywamy uktad ztozony
1. ze zbioru zdarzen elementarnych €2,
2. z o-ciala B zawartego w P(€2), czyli zbioru zdarzen,

3. i prawdopodobienstwa P : B — [0, 1] bedacego o-addytywna funkcja taka,
ze P(Q) = 1.

W przeciwienstwie do przeliczalnych przestrzeni probabilistycznych, w przy-
padku ogélnym ograniczamy sie pewnego o-ciala zawartego w P(€2), poniewaz
w niektorych waznych przypadkach nie mozna okresli¢ prawdopodobienstwa dla
wszystkich podzbiorow 2. W przypadku przestrzeni przeliczalnych tez mozna roz-
wazaé zbiory zdarzen rézne od P(€2), ale rozwazanie takich przestrzeni nie wnosi
nic interesujacego.

2 Definiowanie przestrzeni probabilistycznych

2.1 Pierwszy przyktad

Zdefiniujemy przestrzen probabilistyczna, w ktérej zbiorem zdarzen elementarnych
Q) bedzie odcinek
Q=100,1)={zeR:0<x<1}.

Definiowana przestrzen odpowiada do$wiadczeniu losowemu, w ktérym losujemy
liczbe rzeczywista z przedziatu [0, 1), a prawdopodobiefistwo wylosowania liczby z
jakiego$ przedziatu bedzie proporcjonalne do dtugosci przedziatu.

Niech C oznacza zbior

n

C={Ula:ib) C0,1):0< a1 <by <ay<by<...<a,<b, <1}
=0

Fakt 2.1 Rodzina C jest cialem zbioréw.



Dowdéd. Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli [a,b) e Ci0<a <b< 1, to
la,b)° =[0,a) U [b,1).

W og6lnym przypadku

n—1

[, b)) = [0,a1) U | [bi, ai1) U [ba, 1)

1 i=1

T

(

)

(czasem pierwszy i/lub ostatni sktadnik jest pusty i mozna go pominac).
Latwo tez dowies¢ zamknietos¢ C ze wzgledu na przekroj. Jezeli 1 < a < ¢ <
b<d<1,to
la,b) N [c,d) = [c,b).
Nietrudno zauwazy¢, ze przekrdj dwoch sum parami roztacznych odcinkow jest —
na mocy prawa rozdzielnosci — sume przekrojéow odcinkéw i przekroje te sa parami
roztaczne. O

Mozna tez wykazac, ze przedstawienie zbioru nalezacego do C w postaci podanej
w definicji C jest jednoznaczne, a wiec jezeli

n m

Ulai, b:) = Ulei, di)

1=0 i=0

dla pewnych ciggdéw spetniajacych nierownosci
O<ar<bhi<aa<b<..<a,<b,<loraz0<c1<d1<ca<dy<...<¢p<d,<1,

ton =m oraz a; = ¢, i b; = d; dla wszystkichi=1,... n.
Dzieki jednoznacznodci przedstawienia, zbiorowi A = Ul [a;, b;) nalezacemu

do C mozemy przyporzadkowa¢ prawdopodobienstwo

=1

Jednoznacznos¢ przedstawienia gwarantuje poprawnosé definicji P.

Fakt 2.2 Jezeli odcinek

3

[a,) = ' [as, bi)

1

dla parami roztacznych odcinkéw [a;, b;), i =1,...,n, to

n

b—a:Z(bZ —ai).

i=1

Dowdd. Jezeli sumowane odcinki ponumerujemy tak, aby a; < a;;1 dla wszystkich
1, to z zatozonej rownosci i roztgcznosci sumowanych odcinkéw wynika, ze b; = a;41
dla kazdego © = 1,...,n — 1. Wiedzac to tatwo wyliczy¢ interesujaca nas sume. O

Udowodniony wtasnie wzor pozwala wykazaé
Fakt 2.3 Funkcja P jest addytywna.

Dowéd. Przypuéémy, ze A, B € C sg zbiorami roztgcznymi. Oczywiscie, A U B
nalezy do C i ma wymagane w definicji C przedstawienie w postaci sumy odcin-
kow. Suma przedstawien A i B jest innym, drobniejszym przedstawieniem A U B
w postaci sumy odcinkéw. Grupujac odpowiednio odcinki z tego przedstawienia
otrzymujemy odcinki z przedstwienia z definicji. Dzieki temu, postugujac sie po-
wyzszym wzorem pokazujemy, ze P(AU B) = P(A) + P(B). O
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Fakt 2.4 Funkcja P jest takze o-addytywna.

Dowdéd. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy wziaé wstepujacy ciag Ag, Ay, As, . ..
elementéw C o sumie rownej [0, 1) 1 wykazaé, ze lim; P(A;) = 1 (patrz lemat 1.3).

Wezmy wigc taki cigg. Najpierw powigkszymy troche jego wyrazy. Przypusémy,
ze

oraz
" €
Ay =Ulai — ——,b)
n 1 n+2" (3
i=1 m2
Oczywiscie,

0,1) € U A; € U A,
=1 =1

zbiér Al powstal z A,, przez dodanie pewnych odcinkéw i sam jest suma odcinkéw
otwartych, oraz

P(([0,1) N AZ)\ A,) <

= on+2 '

Niech a bedzie réwne kresowi gérnemu (supremum) zbioru

X={r<1:3meN|0,z] C|JA}.
i=0
Oczywiscie, 0 < a < 1. Pokazemy, ze a = 1 sprowadzajac do sprzecznosci zatozenie,
ze a < 1. Jezeli a € [0,1), to a € A, C A/, dla pewnego n. Zbiér A/ jest suma
odcinkéw otwartych, wiec

g

ac (an,i T ot bn,z‘)

dla pewnego i. Dowolnie blisko sup X sa elementy zbioru X'. Wobec tego, istnieja
liczby @' € X i d”, oraz liczba naturalna m takie, ze

oraz .
d <a<d', [da"]CA], oraz [0,d] C |J Al
=0
Mamy wigc takze zawieranie

max(n,m)

0,d"1C |J A.
i=0

Z definicji a oraz tego zawierania wynika, ze a” < a, a to przeczy wyborowi a”.
Tak wiec a = 1.
Z tego, ze a = 1 wynika, ze dla pewnego k zachodzi zawieranie

c k k

0,1—2) C J4; C J(0,1)n A]).

2 =0 =0
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Stad z kolei i z zawieran A; C Ay dla i < k otrzymujemy, ze

00\ A€ 1= 3 DU DN AN\ A€ 1= 5 DU, 10 A\ A)
Wobec tego,
PIO.D\A) < 5+ ) 55 <

Tym bardziej,
lim P(A;) > P(Ax) > 1 —«.

Poniewaz liczba € moze by¢ dowolnie mala, wiec lim; P(A;) > 1. Odwrotna nie-
rownoscé jest oczywista. O

Cialo C nie jest jednak o-ciatem. Oczywiscie, dla dowolnej liczby a takiej, ze
0 < a < 1, zbiér {a} nie nalezy do C, ale

{a} = Na.a+ ——).

i=0 i+1

Z udowodnionych wyzej wtasnosci funkcji P wynika jednak, ze rozszerza si¢ ona
jednoznacznie na najmniejsze o-ciato podzbioréw [0, 1) zawierajace C. Oznaczmy
to o-ciato symbolem B. Zwykle nazywa sie ono o-ciatem zbioréw borelowskich. Jest
to dostatecznie obszerna rodzina zbiorow i wystarczajaca z punktu widzenia ra-
chunku prawdopodobienstwa. Mozemy wiec uwazaé, ze zdefiniowaliSmy przestrzen
probabilistyczna 2 z o-ciatem B i prawdopodobienstwem P. Dowdd twierdzenia o
mozliwosci rozszerzenia jest zawarty w jednym z dodatkéw, patrz twierdzenie 8.1.

Przedstawiana konstrukcja jest czesto wykorzystywana w matematyce, cze-
sto tez pojawiaja sie konstrukcje analogiczne. Jezeli zamiast odcinka wezmiemy
kwadrat [0,1)?, to w podobny sposob zdefiniujemy funkcje, ktéra zbiorom przypo-
rzadkowuje ich powierzchnie. Podobnie mozemy definiowa¢ objetos¢ bryt. Zamiast
odcinka lub kwadratu bierze sie tez prostg R lub plaszczyzne R?. Wtedy trzeba
np. rozwaza¢ ,odcinki” nieskonczone, takie jak (—oo,0) oraz [1,00) i trzeba co$
zrobi¢ z warunkiem P(£2) = 1. Mozna odrzuci¢ go lub inaczej zdefiniowaé prawdo-
podobienstwo.

2.2 Drugi przyktad

Bedziemy budowaé¢ przestrzen probabilistyczng pozwalajaca analizowaé¢ nastepu-
jacy program (ktéry mozna interpretowaé jako program losujacy liczbe naturalna,
a wlasciwie przedstawienie dwojkowe liczby naturalnej):

1. podstaw do zmiennej wynik stowo puste
2. i powtarzaj nastepujgce czynnosci

(a) wylosuj znak 0, 1 lub 2,

(b) jezeli wylosowany znak jest rézny od 2, to dopisz go do zmien-
nej wynik,

3. tak dlugo, az zostanie wylosowany znak 2,

4. zwr6é wynik.
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Przyjmujemy, ze zbiér zdarzen elementarnych €2 jest réwny zbiorowi wszystkich
ciggow o wyrazach 0 i 1, skonczonych i nieskonczonych. Taki ciagg opisuje przebieg
losowania podczas wykonania algorytmu. Cigg pusty oznacza, ze za pierwszym ra-
zem zostal wylosowany znak 2. Ciag 01 odpowiada sytuacji, gdy algorytm losowat
trzykrotnie, kolejno 0, 1 i 2. Ciagi nieskoniczone odpowiadaja takim przebiegom
losowania, w ktorych nigdy nie zostata wylosowana cyfra 2.

Niech teraz « oznacza skonczony ciag zerojedynkowy. Symbol [a] bedzie ozna-
czaé zbior

{w € Q: a jest odcinkiem poczatkowym w},
czyli zbidr tych przebiegow losowan, ktore rozpoczely sie wylosowaniem kolej-
nych wyrazow ciggu «. Jezeli na chwile przyjmiemy, ze losujemy przedstawie-
nie dwojkowe liczby rzeczywistej z przedziatu [0,1) i liczba a ma przedstawienie
0,a(1)a(2)...a(n) (n to dlugosé «), to zbiér [a] mozemy utozsamiaé¢ z odcin-
kiem [a,a + 2%} Fakt ten wskazuje na podobienstwo formalne tego i poprzedniego
przyktadu przestrzeni probabilistycznej.

Oczywiscie,

[o] ={a} U[a0] U [al], (1)

gdzie a0 oznacza cigg « z dopisanym znakiem 0 na koncu. Przyjmujemy, ze inte-
resuje nas prawdopodobiefistwo P takie, ze zbiory {a} i [ sa zdarzeniami,

P({a}) =p- P(la])

oraz

P([a0]) = P(fa1]) = * 2 P((al])
dla pewnej, ustalonej liczby p € (0,1). Réwnosci te powinny wynikaé ze sposobu
losowania podczas jednokrotnego wykonania petli algorytmu. Przyjmujemy, ze 2
jest losowane z czestoscig p, a cyfry 0 i 1 sa losowane z ta sama czestoscia, kto-
re musi by¢ wiec rowna %. Interesuje nas, czy jest przestrzen probabilistyczna
spetniajaca podane warunki.
Zauwazmy jeszcze, ze z rownosci (1), z zatozonych wlasnosci P i faktu, ze

P([0]) = P(Q2) = 1, stosujac zasade indukcji otrzymujemy, ze

(1-p)"

Pla)) = S22 ora P(goy) =p- U2

2n
gdzie n oznacza dtugosé a.
Jezeli przyjelismy, ze dla skoficzonych ciagéw a zbiory [a] i {} sa zdarzeniami,
to zdarzeniami powinny by¢ takze zbiory nalezace do

n m

C={Ula]UJ{B:} CQ:n,me NAay,...,am, B1,..., B sa skoficzone}.

=1 i=1

Zauwazmy, ze () € C, poniewaz jest to suma zera zbioréw postaci [o;] 1 zera zbiordéw
postaci {5;}.

Fakt 2.5 C jest cialem zbioréw.

Dowdd. Stosunkowo tatwo pokazuje sie, ze rodzina C jest zamknieta ze wzgledu
na przekréj i dopetnienie.

Jezeli liczymy przekrdj elementow C i korzystamy z prawa rozdzielnosci, to
przekrdj ten okazuje sie suma przekrojow zbioréw postaci o i/lub {5}. Wystar-
czy zauwazy¢, ze przekroje takich zbiorow tez maja taka posta¢ lub sa zbiorami
pustymi. Jezeli jeden z czynnikéw ma postaé {5}, to iloczyn jest pusty lub réw-
ny {G}. Jezeli v jest odcinkiem poczatkowym £, to [o] N [5] = [G]. Jezeli ani «
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nie jest odcinkiem poczatkowym [, ani [ nie jest odcinkiem poczatkowym «, to
[e] N [B] = 0.

Dzigki prawu de Morgana zamknieto$é¢ C ze wzgledu na dopetnienie wynika z
zamknietosci na przekrdj. Wystarczy zauwazy¢, ze dopelnienia zbior6w postaci [a]
i {8} naleza do C. Na przyktad

(01110 = [1] U [00] U [010] U [0110] U [01111] U {,0,01,011,0111}

oraz
{01110}¢ = [011100] U [011101] U [01110]°.

Uogolnienie podanych wzoréw pozostawiam czytelnikowi. O

Latwo okresli¢c P dla argumentow A € C. Przypusémy, ze
A= la]u {8}
i=1 i=1

Jezeli sktadniki w podanym wzorze sg parami roztaczne, to oczywiscie przyjmuje-
my, ze

P(4) = ﬁ;anm T i PU{BY).

Jezeli nie sg roztaczne, to tatwo mozna znalezé¢ inne przedstawienie A z roztacz-
nymi skladnikami. Wystarczy usunaé¢ sktadniki [o;] dla ¢ takich, ze «; jest dla
pewnego j # ¢ wydluzeniem «; i sprawdzi¢, czy stowa postaci ; nie naleza do
kilku sktadnikéw (jezeli naleza, to mozna je pominac¢). Tak wiec potrafimy okresli¢
wartos¢ P(A) dla dowolnego A € C. Nie jest jednak jasne, czy potrafimy to zrobié
w sposob jednoznaczny.

Fakt 2.6 Jezeli

o] = Ules] U U {8}
i=1 i=1
i sktadniki w podanym wzorze sg parami roztaczne, to

P(lo]) = ipqam n i PUBY).

Dowdéd. Fakt ten dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na n. Zauwazmy, ze zbiory
postaci [«] maja kilka oczywistych wtasnosci. Kazdy taki zbiér jest nieskoriczony
(mocy continuum), a nawet nieskonczona jest kazda réznica [a] \ [3] dla kazdego
ciagu [ bedacego istotnym wydtuzeniem «. Ponadto, jezeli § € [a], to [3] C [a].

7 przytoczonych wtasnosci wynika, zen >0, agdyn=1,tom =01 a = a;.

Zatozmy, ze n > 1. Najpierw znajdujemy najdtuzszy ciag sposréd ag, ..., .
Przypusémy, ze jest to ciag v0. Wtedy wérod aq, ..., a, znajduje sie takze ciag
71, a wéréd ciagéw i, ... B, — ciag 7. Jezeli we wzorze na [«a] sktadniki [y0], [y1]
i {7} zastapimy przez [y], to otrzymamy nowe przedstawienie zbioru [a]. Dla tego
przedstawienia mozemy skorzysta¢ z zatozenia indukcyjnego. W ten sposob otrzy-
mujemy wzor na P(A) zawierajacy sktadnik P([y]). Teraz wystarczy podstawié za
P([y]) réwne mu wyrazenie P([70]) + P([y1]) + P({y}). O

Fakt 2.7 Definicja P na ciele C jest poprawna.

Dowéd. Jezeli wezmiemy dwa przedstawienia zbioru A € C w postaci sum parami
roztacznych sktadnikéw i wyliczymy ich przekroj korzystajac z prawa rozdzielno-
Sci, to znajdziemy kolejne, drobniejsze przedstawienia A. Odpowiednio grupujac i
sumujac sktadniki tego przedstawienia otrzymujemy sktadniki wyjsciowych przed-
stawien. Dalej wystarczy skorzystaé¢ z poprzedniego faktu. O

Addytywnosé funkeji P na ciele C jest oczywista. Pokazemy jeszcze, ze funkcja
P jest o-addytywna, ale najpierw wykazemy potrzebny lemat techniczny.
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Lemat 2.8 Zalozmy, ze

ni

mi ng mo
A=l JU UL} 2 Ulaed U U{82}
i=1 i=1 i=1 i=1
oraz zbioru A nie mozna inaczej przedstawic w podany sposob zmniejszajgc ny+my.
Wtedy dla kazdego i = 1,...,ng istnieje j takie, Ze 1 < j < my oraz o jest
odcinkiem poczgtkowym o ;.

Dowdéd. Najpierw zauwazmy, ze warunek [o/] C [a] oznacza, ze « jest odcinkiem
poczatkowym o/. Wystarczy o' wydluzyé samymi 0, a nastepnie samymi 1, oba te
ciagi naleza do [a] i z tego powodu zawieraja «. Ponadto, jezeli miedzy zbiorami
[@/] 1 [a] nie zachodza zawierania, to zbiory te sa roztaczne.

Wezmy teraz jeden z ciagdw postaci as ;. Sa mozliwe dwa przypadki. Albo zbiér
[av2,4] jest zawarty w zbiorze postaci [ay ;] dla pewnego j i teza wynika z powyzszej
uwagi. Albo takie zawieranie nie zachodzi dla zadnego j. Wtedy, po przemnozeniu
zalozonego zawierania przez [aq;] otrzymujemy

[ag;] = U[Oél,jk]-

k

Wzér ten pozwala uproéci¢ przedstawienie zbioru A i przeczy zatozeniu o postaci
przedstawienia. O

Fakt 2.9 Funkcja P :C — R jest o-addytywna.

Dowdd. 7Z lematu 1.3 wynika, ze wystarczy pokaza¢ dla dowolnego zstepujacego

ciggu Ag, A1, A, ... elementow C o pustym przekroju, ze
klim P(A;) =0.

Udowodnimy wtlasno$¢ silniejsza, a mianowicie pokazemy, ze od pewnego miejsca
clag Ao, A1, Ay, ... zawiera wylacznie zbiory puste. Przypusémy, ze

ngk

A = U lous) U an{ﬁkz} (2)

i=1 i=1

i podane przedstawienia maja mozliwie mato sktadnikow.

Najpierw zatézmy, ze ze zbioru I = {ax; : k € N Ai < ng} mozna wybraé cigg
Y0, Y1, Y2, - - - coraz dluzszych elementow (takich, ze 7; jest wlasciwym odcinkiem
poczatkowym -~;11). Niech v bedzie ciagiem nieskonczonym zawierajacym jako
odcinki poczatkowe wszystkie ciagi postaci ;. Pokazemy, ze v € Ni2 Ak-

Niech k bedzie dowolng liczba naturalna. W przedstawieniach (2) zbioréw
A, ..., A wystepuje skonczenie wiele ciggéw postaci «;,;. Przyjmijmy, ze v, nie
wystepuje w tych przedstawieniach. Wobec tego, dla pewnej liczby ¢ > £ mamy

v € [n] €A C A

Oznacza to, ze v € N, Ax 1 przeczy zalozeniu o pustosci tego przekroju. Wobec
tego, nie mozna utworzyc¢ ciagu Yo, v1, V2, - - - 0 podanych wtasnosciach.

Zmana jest jednak konstrukcja takiego ciggu przy zatozeniu, ze zbior I zawiera
dowolnie dtugie ciagi. Mozna to zrobi¢ w nastepujacy sposob: Rozwazamy ciagi
01,500 ny- L lematu 2.8 wynika, ze wszystkie inne ciggi ze zbioru I sa wydiu-
zeniami wymienionych. Doktadniej, zbior I zawiera dowolnie dtugie ciagi i rozbija
sie na zbiory wydtuzen poszczegdlnych, wymienionych ciggéw. Tak wiec dla pew-
nego i < ng ciag ap; ma w zbiorze I dowolnie dtugie wydtuzenia. Bierzemy ten
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cigg i powtarzamy to samo rozumowanie dla aq 1,..., o, 1 zbioru I} wszystkich
nalezacych do I wydtuzen ciggu og,;. W ten sposéb mozemy skonstruowac ciagg
coraz dtuzszych elementow I. Jak wykazalisémy, takiego ciggu nie mozna utworzyc.
Wobec tego, zbior I nie zawiera dowolnie dtugich ciggéw, a wiec dlugosci jego
elementow sg ograniczone i jest ich skonczenie wiele.

Skoniczonos¢ zbioru I oznacza, ze dla wszystkich, dostatecznie duzych k w
przedstawieniu (2) nie ma sktadnikéw postaci «, czyli n, = 0. Dla takich k zbiory
Ay sa skonczone, sg coraz mniejsze i ich przekrdj jest pusty. Moga zmniejszaé sie
skoniczenie wiele razy. Ostatecznie, dla dostatecznie duzych k takze my = 01 zbiory
Ay sa puste. O

Twierdzenie o rozszerzaniu stwierdza, ze funkcje P mozna rozszerzy¢ do praw-
dopodobienstwa okreslonego na najmniejszym o-ciele podzbioréw (2 zawierajacym

C.

Dalej zajmiemy sie zbiorem
X ={w € Q : w jest nieskonczony}.

Po pierwsze zauwazmy, ze dopelnienie X¢ jest zbiorem przeliczalnym. Co wigcej,
jezeli w ¢ X, to {w} € C. Wobec tego, zbiér

xXe= U8

BeEx

jest przeliczalna suma elementow C i nalezy do o-ciata zawierajacego C. To samo
mozna powiedzie¢ o zbiorze X.

Dodatkowo, zbiér X nie nalezy do C. Elementy C sa albo skoniczone, albo maja
moc continuum. Wobec tego, dopelienie X¢ nie nalezy do C, a wiec to samo
dotyczy C. Obliczymy jeszcze P(X) 1 P(X°¢). Zauwazmy, ze

P =S PUN =X X p Sy - -

BEX n=0| B |=nABgX

Stad wynika, ze P(X) = 1 — P(X°¢) = 0. Tak wiec rozwazany algorytm koriczy
prace z prawdopodobienstwem 1, a zapetla sie z prawdopodobienstwem 0.

2.3 Dystrybuanta

Przypusémy, ze rozwazamy przestrzen probabilistyczna (R, B, P), w ktérej zbio-
rem zdarzen elementarnych jest zbior liczb rzeczywistych (a wiec losujemy liczby
rzeczywiste), a B jest o-cialem zbiorem borelowskich (jest generowane przez pot-
proste postaci (—oo,x)). Przyjmijmy, ze funkcja f : R — R jest zdefiniowana
wzorem
f(z) = P((—o0, z)).

Funkcje f nazywamy dystrybuanta (rozktadu) prawdopodobienstwa P (lub miary
probabilistycznej P).
Lemat 2.10 Dystrybuanta f prawdopodobieristwa P ma nastepujgce wlasnosci:

1. lim, o f(z) =0,

2. lim, oo f(2z) =1,

3. lim, o f(z) = f(a),
4. [ jest niemalejgca, czyli f(x) < f(y) jezeli tylko x < y.
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Dowdd. Monotoniczno$é dystrybuanty jest oczywistg konsekwencja monotonicz-
nosci prawdopodobienstwa. Trzy granice z tezy obliczamy w taki sam sposob. Naj-
pierw zauwazamy, ze wystarczy rozwaza¢ monotoniczne ciagi argumentéw (male-
jace w pierwszym przypadku i rosnace w pozostalych). Nastepnie korzystamy z
ciggtosci prawdopodobienstwa. Na przyktad, jezeli zg, x1, x5 ... jest niemalejacym
ciggiem zbieznym do a, to

o)

lim f(x;) = lim P((—00,;)) = P({J(~00,2:)) = P((—00,a)) = f(a). O

=0

2.4 Dystrybuanty a prawdopodobienstwa

Przypu$émy, ze mamy funkcje f : R — [0, 1] o wtasnosciach podanych w lemacie
2.10. Wtedy mozemy zdefiniowaé prawdopodobienstwo okreslone na o-ciele zbio-
row borelowskich przyjmujac, ze

P([a, b)) = f(b) — f(a)
dla wszystkich a,b € R takich, ze a < b. Podobnie, jak w rozdziale 2.1, pokazuje-
my, ze istnieje doktadnie jedno prawdopodobienstwo okreslone na o-ciele zbioréw
borelowskich i spelniajgce podane réwnosci.
Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo P spelnia takze warunki

P((=00,a)) = f(a)
dla wszystkich a € R. Oznacza to, ze funkcja f jest dystrybuantg prawdopodo-
bienstwa P.
PokazaliSmy wiec, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy
prawdopodobienstwami okreslonymi na o-ciele zbiorow borelowskich i funkcjami
speliajacymi teze lematu 2.10.

2.5 Gestos¢ prawdopodobienstwa
Przypusémy, ze g : R — [0, 00) jest funkcja taka, ze

/O:Og(x)dx =1.

Wtedy funkcja f : R — R zdefiniowana wzorem

fla)= [ gla)ds

spetnia warunki podane w lemacie 2.10 i jest dystrybuantg pewnego prawdopodo-
bienstwa P. Nietrudno zauwazy¢, ze

P(a,0) = [ ey

dla wszystkich a,b € R takich, ze a < b. Funkcje g nazywamy gestoscig prawdo-
podobienstwa P. Pojecie gestosci jest uogdlnieniem pojecia rozktadu prawdopodo-
bienstwa wprowadzonego, gdy rozwazaliémy skonczone i przeliczalne przestrzenie
probabilistyczne.

Dowodzi sie, ze jezeli dla pewnego prawdopodobienstwa P istnieje gestosé, to
dystrybuanta P jest ciggta. Latwo podaé¢ przyktady niecigglych funkcji spelniaja-
cych warunki z lematu 2.10. Wobec tego, nie kazde prawdopodobienstwo okreslone
na o-ciele zbioréw borelowskich ma gestos¢.

Waznym przyktadem gestosci jest funkcja g : R — R zdefiniowana wzorem

1
9(z) = N

Jest to gestosé tzw. rozktadu normalnego.

.2
e 2.
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3 Zmienne losowe

Przypusémy, ze doswiadczenie losowe taczy si¢ z pomiarem jakiej$ wielkosci. Na
przyktad, chcemy bardzo doktadnie zwazy¢ pewien przedmiot. Wobec tego, kta-
dziemy go na wadze i wazymy popekiajac wiele btedéw zaleznych od ustawienia
wagi, jej sprawnosci technicznej, doktadnosci podziatki, ostrosci wzroku itp. Po-
jedynczy pomiar jest wiec obarczonym pewnym btedem losowym, a wykonujac
wazenie otrzymujemy pewng liczbe, ktora jest sumg wagi przedmiotu i popetnio-
nego btedu. W takiej sytuacji z doswiadczeniem losowym (a wiec pojedyriczym
pomiarem wagi) jest zwiazana tzw. zmienna losowa (czyli wynik pomiaru). Be-
dziemy formalizowac i opisywacé taka sytuacje i podobne.

3.1 Definicja zmiennej losowej

Przypusémy, ze mamy przestrzen probabilistyczng ze zbiorem zdarzen elemen-
tarnych €2, zbiorem zdarzen Z i prawdopodobienstwem P. Zmiennymi losowymi
bedziemy nazywaé¢ funkcje X : 0 — R. Dopuszcza si¢ réwniez, ze wartosciami
zmiennej losowej sa symbole co i —oo. Zmienna losowa X powinna spelia¢ pewne
warunki. Wydaje sie naturalne, ze chcemy na przyktad méwié o prawdopodobien-
stwie zdarzenia polegajacego na tym, ze wartos¢ zmiennej losowej jest z okreslonego

przedziahu, a wigc
{fweQ:a< X(w) <b}eZ.

Przyjmujemy, ze funkcja f : 2 — R jest zmienna losowa, jezeli spetnia podany
warunek dla wszystkich a,b € R, a < b.

Zauwazmy od razu, ze jezeli zbiorem zdarzen jest P(€2), to kazda funkcja jest
zmienng losowa. Z wtasnodci przeciwobrazéw bez trudu otrzymujemy, ze

Lemat 3.1 Jezeli f: Q2 — R jest funkcjq losowq, to

XA ={weQ: Xw)ecA}eZ
dla kazdego zbioru borelowskiego A C R. O

Wobec tego, jezeli X jest zmienng losowa, to zdarzeniami sa takze zbiory takie,
jak {w € Q:a < X(w) < b} {we:a< X(w) <b},{w e N: X(w) < b},
{we Q: X(w) = b} itp.

Lemat 3.2 1. Funkcje stale sq zmiennymi losowymi.

2. Jezeli f : R — R jest funkcjg cigglq © X jest zmienng losowq, to funkcja'Y
definiowana wzorem Y (w) = f(X(w)) jest zmienng losowq.

3. Jezeli X 1Y sq zmiennymi losowymi, to X +Y oraz XY sq¢ zmiennymi
losowyma.

Dow6d. Zajmiemy sie tylko jedng czescia tezy. Aby pokazaé, ze suma zmiennych
losowych jest zmienng losows, wystarczy zauwazy¢, ze warunek

a<X(w)+Y(w)<b
jest rownowazny warunkowi 3 1,79, 51,59 € @
(r1 < ro)A(s1 < s2)A(a < 451 < rots9 < D)A(r; < X(w) < 1m)A(s1 < Y(w) < s9). O

Dla przestrzeni opisanej w rozdziale 2.2 przyktadem zmiennej losowej moze by¢
funkcja f, ktora skonczonemu ciagowi o przyporzadkowuje dtugosé tego ciagu |« |
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powiekszong o 1. Ciggom nieskonczonym funkcja f przyporzadkowuje co. Funkcje
te mozna interpretowac jako liczba losowan wykonanych po uruchomieniu rozwaza-
nego algorytmu. Mozna zauwazy¢, ze przeciwobrazu ograniczonych podzbioréw R
wyznaczone przez te funkcje sa zbiorami skonczonymi. Co wiecej, elementy v tych
przeciwobrazéw sa takie, ze zbiory {7} sa zdarzeniami (wynika to bezposrednio z
definicji zbioru zdarzen). Tak wiec interesujace nas przeciwobrazy sa skonczony-
mi sumami zdarzen i, jako takie, sa zdarzeniami. Prawde méwiac w rozwazanej
przestrzeni wszystkie zbiory jednoelementowe sg zdarzeniami.

3.2 Rozklad zmiennej losowej

Jezeli analizujemy tylko wyniki pomiaru, a nie interesuja nas czynniki wplywajace
na pomiar, to zamiast rozwazaé¢ trudna do okreslenia i skomplikowana przestrzen,
na ktorej jest okreslona zmienna losowa, mozemy zajmowac si¢ przestrzenia wy-
nikéw pomiaréw, zwykle liczb rzeczywistych (przyjeliémy to w definicji zmiennej
losowej), z prawdopodobienstwem zwanym rozktadem zmiennej losowej (stowo roz-
ktad ma tu inne znaczenie niz dotychczas).

Przypusémy, ze X : (2 — R jest zmienng losowa okre$long w przestrzeni proba-
bilistycznej ze zbiorem zdarzen Z i prawdopodobienstwem P. Rozktadem zmienne;j
X nazywamy prawdopodobienstwo Px zdefiniowane wzorem

Py(A) = P(X"Y(A)) = P({w € Q: X(w) € A})

i okreslone na o-ciele podzbioréw borelowskich zbioru R. Fakt, ze Px jest praw-
dopodobienstwem jest tatwa konsekwencja definicji i wtasnosci przeciwobrazu.

Zwykle tatwiej jest opisac lub przewidzie¢ i zbadaé rozktad zmiennej losowej niz
prawdopodobienstwo okreslone w abstrakcyjnej przestrzeni, na ktérej ta zmienna
jest okreslona. Jezeli uda sie to, to otrzymujemy takze jakies szczegdlne informacje
o tej abstrakcyjnej przestrzeni.

Nietrudno zauwazy¢, ze rozktad prawdopodobienstwa Py zmiennej f zdefinio-
wanej w rozdziale 3.1 spetnia nastepujace roéwnosci

Pr({n+1}) =p(l —p)", Py(Ny)=1 oraz py(R\N;) =0,

gdzie N, oznacza zbiér dodatnich liczbn naturalnych.

3.3 Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej
3.3.1 Przypadek przestrzeni przeliczalnych i prostych zmiennych

Jezeli przestrzen zdarzen elementarnych € jest przeliczalna (i nieskonczona), a
X jest zmiennag losowa okreslona na €2, to warto$¢ oczekiwana zmiennej X jest
definiowana wzorem

E(X) = imm{wi}).

Analogicznie definiujemy warto$é¢ oczekiwang zmiennej X dla skonczonych prze-
strzeni zdarzen elementarnych.

Lemat 3.3 Wartosé oczekiwana ma nastepujgce wltasnosci:

1. E(1) = 1 (tutaj pierwsza jedynka oznacza funkcje stale rowng 1, druga —
liczbe 1),

2. E(aX +bY) = aB(X) + bE(Y),
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3. jezelixy, xa, . .., T, Sq wszystkimi wartosciami przyjmowanymsi przez zmienng
losowg X, to
EX)=> zP{weQ: X(w)=u1}), (3)
i=1

4. jezeli X (w) < Y(w) dla wszystkich w € Q, to E(X) < E(Y).

Zmienng losowa, ktéra przyjmuje tylko skonczenie wiele wartosci nazywamy
(funkcja) prosta. Wartosé oczekiwana prostych zmiennych losowych zawsze defi-
niujemy zgodnie ze wzorem z lematu 3.3, punkt 3.

3.3.2 Przypadek nieujemnych zmiennych losowych

Przypusémy, ze X jest nieujemng zmienng losowa. Dla liczby naturalnej n definiu-
jemy funkcje X,, : Q — R przyjmujac

n  jezeli X(w)>n
Xow)=3 k ..k k+1
(@) o jezeli o < X(w) < ; dla pewnego naturalnego k < n2".

N

(4)
Nietrudno zauwazy¢, ze X, jest prosta zmienng losowa mniejsza od X (X, (w) <
X (w)) i przyblizajaca w pewnym sensie zmienna X, a mianowicie jezeli X (w) < n,

to 1
0< X(w) — Xn(w) < on”

Stad wynika, ze dla wszystkich w € Q
lim X, (w) = X (w),

a ponadto wartosci X, (w) tworza ciag niemalejacy. Przyjmujemy, ze
E(X) = lim B(X,,).

Warto$é oczekiwana zmiennej losowej X moze nie by¢ okreslona. Ciag wartosci
oczekiwanych E(X,,) jest niemalejacy. Jezeli nie jest zbiezny, to jest rozbiezny do
nieskoniczonosci. Wtedy przyjmuje sie, ze F(X) = oo.

3.3.3 Przypadek ogdlny
Jezeli X jest zmienng losowa przyjmujaca dowolne wartosci, to rozbijamy ja na
czes¢ dodatnig i ujemna:
X =X, +X_, gdzie X, (w) = max(X(w),0) oraz X_(w) = min(X(w),0).
Przyjmujemy, ze
EX)=FE(X,)—-E(-X_).

Wtasnosci wartosci oczekiwanej zmiennej losowej podane w lemacie 3.3 pozo-
staja prawdziwe we wszystkich przypadkach.

3.3.4 Wartos¢ oczekiwana a rozklad zmiennej

Bedziemy rozwazaé przestrzen probabilistyczng ze zbiorem zdarzen elementarnych
), z o-ciatem Z, prawdopodobienstwem P i zmienng losowg X : (2 — R. Wartos¢
oczekiwana zmiennej Y : 0 — R bedziemy oznaczaé¢ F;(Y) dla odréznienia od
warto$ci oczekiwanych w innej przestrzeni. Zmienna X pozwala rozwazaé¢ prze-
strzen probabilistyczng z6zona z R, o-ciala zbioréw borelowskich i rozktadu Px
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zmiennej X. W tej przestrzeni warto$¢ oczekiwana zmiennej Y : R — R bedziemy
oznaczaé symbolem FEs(Y).

Niech I oznacza funkcje identycznos$ciows okreslona na zbiorze R. Funkcje [
mozemy tez uwazaé za zmienna losowa (w przestrzeni z prawdopodobienstwem
Px). Nietrudno zauwazy¢, ze rozkladem zmiennej I jest réwniez Py.

Lemat 3.4 Zachodzi wzor E1(X) = Es(I).

Dowd6d. Aby dowie$¢ podany wzér wystarczy cierpliwie poréwnaé definicje war-
tosci oczekiwanych w obu przypadkach. O

Whniosek 3.5 Zmienne losowe o tym samym rozkladzie majg te samqg wartoscé
oczekiwang. O

Poprzedni lemat mozna znacznie wzmocni¢. Mozna miedzy innymi dowies¢, ze
Lemat 3.6 Jezeli F': R — R jest funckjq ciggla, to Ey(F o X) = Ey(F). O

Na ogot nie stosuje sie indeksow do rozréznienia réznych wartosci oczekiwanych.
Zwykle mozna domysli¢ sie jak wartos¢ oczekiwana jest rozumiana, a jezeli jest to
trudne, to korzysta si¢ z symboliki stosowane w ogolnej teorii catki. Wtedy podany
wzOr mogtby mieé¢ postaé

Ey(F o X) :/

[ F(X(@)dPW) = [ F(a)dPx(x) = Ex(F).

R

Wyliczmy jeszcze warto$é oczekiwang zmiennej losowej f zdefiniowanej w roz-
dziale 3.1. Warto$¢ oczekiwana f powinnis$my liczy¢ zgodnie ze wzorem (4). Nie-
trudno zauwazy¢, ze dla funkcji f o wartosciach naturalnych ten wzér definiuje
funkcje fn(w) = min{f(w),n}. Tak wiec E(f) = lim, o E(min(f,n)). Wartos¢
E(min(f,n)) liczymy zgodnie ze wzorem (3). Zauwazmy, ze

(1—=p)""

g = p=p)"

P({w: f@) =n}) = P({w: |l =n-1}) = ¥ P{w})=2""p

|w|=n—1

oraz

P{{w: f(w) >n}) = iP({w fw) =i}) = ip(l—p)“ =p(1-p)"" i(l—mi = (1=p)" .

1=0
Stad
n—1
E(min(f,n)) = Y- ip(1 = )"~ 4 n(1 — p)""
E(f) = lim E(min(f,n)) = iipu 0= pMI_W _ ]19

Tak wiec dla p = %, nalezy spodziewac sie, ze rozwazany algorytm wykona zawarta
w nim petle 3 razy.
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3.4 Nieréwnosé Czebyszewa

Lemat 3.7 (Nieréwno$é Czebyszewa (1)) Jeieli X jest nieujemng zmienng

losowg it > 0, to
E
PweQ: X(w)>1t}) < (t)
Dowéd. Niech A = {w € Q : X(w) > t}. Zdefiniujmy zmienng losowa Y przyj-
mujac, ze
t jezeliw e A
0 w przeciwnym przypadku.

Vi) = {

Oczywiscie, Y (w) < X (w) oraz

3.5 Wariancja zmiennej losowej

Wariancjg zmiennej losowej X nazywamy warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej Y
takiej, ze Y(w) = (X — F(X))?. Wariancja zmiennej losowej X bedziemy oznaczaé
symbolem var(X). Mamy wiec Var(X) = E((X — E(X))?).

Z rezultatow zamieszczonych w rozdziale 3.3.4 wynika, ze wariancja zmien-
nej (podobnie jak warto$é oczekiwana) jest wyznaczona przez rozktad zmiennej.
Zmienne o tym samym rozktadzie maja taks sama wariancje.

Lemat 3.8 1. Var(X) = E(X?) — (F(X))?,
2. Var(aX +b) = a*Var(X).

3. Jezelia < X(w) < b, to Var(X) < (b_f)z.

Lemat 3.9 (Nieréwno$é Czebyszewa (2)) Jezeli X jest zmienng losowq it >
0, to

PweQ: | X(w)— B(X)|>t}) < V“;(X)

Dowdd. Jest to konsekwencja nieréwnosci Czebyszewa z lematu 3.7. Wystarczy
zauwazy¢, ze

{weQ: | XW)—EX)| >t ={weQ: (X(w) - EX))*>1t},

a warto$¢ oczekiwana zmiennej Y (w) = (X (w) — E(X))? jest niczym innym jak
wariancjg zmiennej X. O

4 Prawdopodobienstwo warunkowe, zdarzenia nie-
zalezne i iloczyn kartezjanski

4.1 Prawdopodobienstwo warunkowe

Jezeli obserwujemy nas jak duzo jest ludzi wysokich (np. o wzroscie przekraczaja-
cym 180 c¢m), to po przeprowadzeniu stosownych doswiadczen losowych bedziemy
mogli tez wiedzie¢, jak wiele jest wysokich kobiet i jak duzo jest wysokich mez-
czyzn. Tego typu problemy prowadza do pojecia prawdopodobienstwa warunko-
wego.

Przypusémy, ze mamy przestrzen probabilistyczng (a wiec mamy Q, Z i P)
oraz zdarzenie A € Z takie, ze P(A) > 0. Wtedy mozemy skonstruowa¢ inna
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przestrzen probabilistyczng. Zbiorem zdarzen elementarnych tej przestrzeni be-
dzie znowu zbior 2, zbiorem zdarzen — rodzina Z. Prawdopodobienstwem w tej
przestrzeni — funkcja zdefiniowana wzorem

P(X N A)

P(X|4) = =5

Latwo przekonac sie, ze zdefiniowana w ten sposob przestrzen rzeczywiscie ma
wlasnosci wymagane od przestrzeni probabilistyczne;j.

Zauwazmy, ze P(A|A) = 1 oraz P(Q2\ A|A) = 0. Warto$¢ P(X|A) nazy-
wa si¢ prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia X pod warunkiem zajscia
zdarzenia A. Warto$c¢ ta zwykle interpretuje sie jako prawdopodobienstwo zajécia
zdarzenia X w sytuacji, gdy w jaki$ sposéb wymuszamy zaj$cie zdarzenia A, np.
swiadomie pomijamy wyniki takich do$wiadczen losowych, w ktérych nie zaszto
zdarzenie A. '

Prawdopodobienstwo warunkowe P(|A) mozna tez rozwazaé w przestrzeni pro-

babilistycznej ztozonej ze zbioru zdarzen elementarnych A i zbioru zdarzen Z, =
{XCQ:XCA}

4.2 Zdarzenia niezalezne

Zdarzenia A i B sa niezalezne, jezeli zajécie zdarzenia B nie zalezy od tego, czy
w jakis sposob wymusiliSmy zajscie zdarzenia A, czy tez nie zrobiliémy tego. Tak
wiec formalng definicje zdarzen niezaleznych mozna wyrazi¢ wzorem

P(B) = P(B|A).

Obowiazujaca definicja jest jednak inna. Zwykle przyjmuje sie, ze zdarzenia A i P
sg niezalezne, jezeli

P(ANnB)= P(A)- P(B).

Drobna réznica miedzy tymi definicjami ma miejsce w sytuacjach, gdy P(A) = 0.

4.3 Iloczyn kartezjanski przestrzeni probabilistycznych

Niech €4 i €5 beda zbiorami zdarzen elementarnych dwoch przestrzeni proba-
bilistycznych ze zbiorami zdarzen Z, i Z, oraz prawdopodobienstwami P, i P
odpowiednio. Zdefiniujemy przestrzen probabilistyczna, w ktoérej zbiorem zdarzen
elementarnych jest €2, x .

Latwo zdefiniowac zbior zdarzen tej przestrzeni. Jest to najmniejsze o-ciato Z
podzbioréow €2y x 2y zawierajace

{AXBAEZl/\BGZQ}

Trudniej zdefiniowaé prawdopodobienstwo. Checemy jednak, aby to prawdopodo-
bienstwo P spekiato rownosci

P(A x B) = P,(A) - P5(B) (5)

dla wszystkich A € Z; i B € Z,. Pokazemy w rozdziale 4.5, ze warunek (5)
jednoznacznie definiuje pewne prawdopodobienstwo na Z.
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4.4 Tloczyn kartezjanski a niezaleznos¢

Przypusémy, ze mamy przestrzen probabilistyczng ztozong z €2, Z i P opisujaca
pewne do$wiadczenie losowe i mamy dwa zdarzenia losowe A i B (zalezne lub nie).
Chcemy dwukrotnie powtorzy¢ doswiadczenie losowe, tak, aby wyniki pierwszego i
drugiego doswiadczenia byly niezalezne, a w szczegblnosci, aby zajsécie zdazrenia A
podczas pierwszego doswiadczenia byto niezalezne od zajscia zdarzenia B podczas
drugiego do$wiadczenia.

Zauwazmy, ze iloczyn kartezjanski przestrzeni pozwala na sformalizacje tego
zagadnienia. Wynikiem tego podwojnego doswiadczenia beda pary ztozone z wyni-
kéw pierwszego i drugiega doswiadczenia, a wiec zbiorem zdarzen elenmentarnych
bedzie iloczym Q x Q. Zajsciu zdarzenia A podczas pierwszego doswiadczenia od-
powiada zbior A x €2, a zbior €2 x B oznacza zajscie zdarzenia B podczas drugiego
do$wiadczenia. Zauwazmy, ze w iloczynie (kwadracie) kartezjanskim rozwazanej
przestrzeni zachodza réwnosci

P(Ax Q)N (Qx B)) = P(Ax B) = P(A) - P(B) = P(Ax Q) - P(Q x B).

Oczywiscie, konstrukcje iloczynu kartezjanskiego mozemy rozszerzy¢ na przypa-
dek dowolnej skoriczonej liczby przestrzeni (a nawet nieskonczonej) i w ten sposéb
definiowa¢ przestrzenie probabilistyczne stuzace do opisu serii niezaleznych do-
swiadczen losowych.

4.5 Poprawnos¢ definicji iloczynu kartezjanskiego

Niech Z;, bedzie najmniejszym ciatem zbioréow zawierajacym
{AXBZAGZl/\BEZQ}.

Jest oczywiste, ze Z jest najmniejszym o-cialem zawierajacym Z,. Latwo tez moz-
na scharakteryzowaé¢ Z,. Mamy bowiem

=1

Korzystajac z tej charakteryzacji bez trudu pokazujemy, ze istnieje doktadnie jedna
funkcja addytywna P okreslona na Z; i speliajaca warunek (5).

Pokazemy teraz, ze funkcja P jest o-addytywna na Zj,. Razem z twierdzeniem
8.1 o rozszerzaniu pozwala to zdefiniowa¢ na Z prawdopodobienstwo o wlasnosci

(5).
Lemat 4.1 Funkcja P jest o-addytywna na 2.

Dowdéd. Wystarczy wykazaé, ze jezeli mamy wstepujacy ciag zbiorow
mMn

Xy = U An,k X Bn,k € 2
k=0

taki, ze A,k N Apg, = 0 dla dowolnego n i dowolnych réznych liczb ki, ks < my,
oraz zachodzi wzor

o0 Mn

U U Ak X Boj = Q1 x Qs (6)

n=0 k=0
to

lim P Aug % Bag) = lim S Pi(Ays) Po(Bos) = 1.

n—oo n—oo

k=0 k=0
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Ustalmy na chwile w € € i przyjmijmy, ze
Bn,kz Jezell w € An,k
Bu(w) = 1) jezeli w ¢ U Ak

k=0

Nietrudno zauwazy¢, ze ciag By(w), By(w), Ba(w), ... jest wstepujacy. Pokazemy,
ze jego suma jest réwna s, Dla dowolnego ' € Q0 mamy (w,w’) € 1 x Q. Na
podstawie rownosci (6) istnieja liczby n 1 k < m, takie, ze (w,w') € A, X By
Stad wynika, ze ' € B,(w). Pokazalismy wiec, ze

U B, (w) =
n=0
Poniewaz P, jest miara, wiec takze

lim P(B,(w)) = 1.

WeZzmy dowolna liczbe € € (0,1) i przyjmijmy, ze
An = {w S Ql : PQ(BH(CU)) > 1— 6}.

Nietrudno zauwazy¢, ze Ag, A1, As, ... jest wstepujacym ciggiem zbioréw takim,
ze -

U 4=

n=0
Wobec tego,

Dalej bedg nam potrzebne dwie rownosci dotyczace zbiorow A,,:

A, = U Ak oraz By,(w) = Bug
k:AnNA, 170

dla wszystkich w € A, N A, .
WeZmy liczbe n, ktora spetnia nieréwnosé P(A,) > 1 — e. Oszacujemy teraz
P(UAn,kXBnk ZPI nkP2B )
k=0

Mamy

Z P1 nk P2 B ) 2 Z Pl(An,k)P2(Bn,k) 2 (1 — E) Z Pl(Aan) =
kZAnmAn,k?éQ) k5AnmAn,k7é®

= (1 —oP( U Adp)=0-9P(A4)>1-e)?>1-2e
k:AnNA, 170

7, dowiedzionego oszacowania wynika teza. O

5 Prawo wielkich liczb

6 Twierdzenie de Moivre’a - Laplace’a

6.1 Uzasadnienie

Przypusémy, ze mamy przestrzen probabilistyczng i zmienng losowa X. Mozemy
mysle¢, ze zmienna X zwraca wynik losowego pomiaru jakies wielkosci. O war-
tosci oczekiwanej E(X) mozemy mysle¢ jako o rzeczywistej wartosci mierzonej
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mierzonej wielkosci. Réznica X — FE(X) jest wtedy btedem pomiaru. Natomiast

pierwiastek wariancji y/Var(X) w pewnym sensie odpowiada $redniemu bledowi
popetlianemu podczas pomiaru. Tak wigc iloraz

X — B(X)
Var(X)

odpowiada pojeciu btedu wzglednego i opisuje jak duzy jest popetniony btad w
stosunku do btedu sredniego. Bedzie nas interesowaé¢ w pewnym przypadku praw-
dopodobienstwo tego, ze btad wzgledny przyjmuje wartos¢ z danego przedziatu,
czyli

X(w) — E(X)

PlweQ: AL Var(X)

< B}).

Mowigce inaczej, interesuje nas rozktad bledu wzglednego.

Przypusémy, ze mamy ciag niezaleznych zmiennych losowych X, Xo, X3,.. ..
Przyjmijmy, ze S, = > | X, oraz, ze jest spelniony pewien warunek, czesto na-
zywany warunkiem Lapunowa. Dowodzi si¢, ze
5 %

2 dz.

Sn(w) — E(Sn)
Jim PlweQ: AL Var(5.) < B}) \/%/

Wprowadzmy oznaczenie dla catki z powyzszego wzoru. Przyjmujemy, ze

(2 — m)2

Nos([A, B)) dz.

B —
\/ 27s /
Wzér ten mozemy uwazac za definicje pewnego prawdopodobienstwa, okreslonego
poprzez wskazanie gestosci. To prawdopodobienstwo nazywamy rozktadem nor-
malnym z wartoscig oczekiwang m i wariancja s i rzeczywiscie ma te wtasnosci.
Przytoczone twierdzenie mozna wzmocni¢ zastepujac teze nastepujaca:

lim P{w e Q: Sn(w) = E(Sn)
nee Var(Sy)

€Z})=Noa(Z)

dla dowolnego zbioru berelowskiego Z. Co wiecej, granica ta jest jednostajna ze
wzgledu na Z, a wiec jezeli przyjmiemy pewna doktadnos¢, to dla dostatecznie
duzych n prawdopodobienstwa

Sp(w) — E(Sh) ~
Vars,) ZY) = Noal2)

P{we:

sg w przyblizeniu réwne z zadang doktadnoscig dla wszystkich zbioréw borelow-
skich Z (patrz twierdzenie 9.7).

Korzystajac z powyzszego twierdzenia mozna tez w przyblizeniu okresli¢ roz-
ktad zmiennych S,,. Mozna wykaza¢, ze

P({w € Q : Sn( ) € Z}) NE (Sn), Vm’(Sn)(Z)

w takim sensie, jak wyzej (patrz wniosek 9.8).

Wszystko to wskazuje na role rozktadu normalnego i zdaje sie wyjasniaé, dla-
czego obserwujac zjawiska losowe czesto napotykamy na ten rozktad. Na przyktad
uwaza si¢, ze rozktad btedéow pomiaru losowego jest rozktadem normalnym.

Dowody podanych twierdzen sa dos¢ skomplikowane. Dalej naszkicujemy je dla
pewnych, konkretnych zmiennych.
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6.2 Sformulowanie twierdzenia

Przypusémy, ze mamy dang przestrzen probabilistyczna i zdarzenie (). Sukce-
sem bedziemy nazywaé zajscie zdarzenia (). Przyjmujemy, ze uzyskujemy sukces
z prawdopodobiefistwem p, z zdarzenie przeciwne (porazka) ma miejsce z prawdo-
podobienstwem 1 —p = ¢q. Bedziemy wielokrotnie i w spos6b niezalezny powtarzac
do$wiadczenie losowe opisane przez dang przestrzen. Niech X, oznacza zmienng
losowa, ktora n-krotnej serii doswiadczen losowych przyporzadkowuje liczbe sukce-
sOw. Zauwazmy, ze zmienna X,, jest suma n zmiennych zerojedynkowych przyjmu-
jacych wartos¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy w doswiadczeniu losowym odnieslismy
sukces.

Twierdzenie 6.1 (de Moivre’a-Laplace’a) Niech A i B bedg dowolnymi licz-
bami takimi, ze A < B. Wtedy

Xo(w) — E(X,) 1B
lim P, {weQ, A< Var(X.) < B}) = 7o

Nietrudno zauwazy¢, ze potrafimy wyliczy¢ warto$¢ oczekiwang i wariancje zmien-
nej X,,. Znamy rozktad zmiennych X,,:

Po({w € s Xo(w) = k}) = (Z)p’“q""“,

Pozwala to wyliczy¢ wartos¢ oczekiwana zmiennej X,

Z kePy({w: Xp(w) = k}) = En: ( ) = npz ( Dpk‘lq"‘k = np(p+q)" ' =

oraz wariancje. Przed wyliczeniem wariancji obliczymy warto$¢ oczekiwang kwa-
dratu X,,. Zauwazmy, ze

n n -1 nl n—1 L
k)O
n—1 -1 _1
:np< L. ”k>kn1k+z<” )knlk)z
=0

k
= (0= 0 X (7 ) = (0 Dol 04 1) = o+ ),

Teraz tatwo poda¢ wzér na wariancje:
Var(X,) = E(X7) — E*(X,) = np(np + q) — (np)* = npg.
Po tych obliczeniach wzorowi z twierdzenia de Moivre’a - Laplace’a mozna
nadaé¢ postac
22

Xnl@) =10 gy 5

Vipg \/ﬁ/

Dowdd twierdzenia zostal zamieszczony w jednym z dodatkéw. Dalej przedstawimy
jedynie plan dowodu.

lim P,{wef,: A<
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6.3 Plan dowodu

Przypusémy, ze zmienna X przyjmuje tylko warto$ci naturalne z przedziatu od 0
do n. Wtedy

X(w) ~ BX) _ " e kB

{we: AL < BAX (w) = k}.

Oznaczmy symbolem W zbior

{ke N:kE<nANA<

Nietrudno zauwazy¢, ze

{weQ: AL (wX)/;r(E)ij() <B}:kyw{w€Q:X(w):k}.
PlweQ: AL Xlw) = BCX) <B}) =Y PHweQ: X(w)=~k}).

Var(X) keW

Aby wyliczy¢ podang sume, skorzystamy z pojecia catki Riemanna. Przyjmij-
my, ze

k— E(X)
2 = ——.
Var(X)
Mamy wigc ciag liczb rzeczywistych zg, 21, .. ., 2,, kazde dwie kolejne z tych liczb

sa odlegte od siebie o Moze sie zdarzy¢, ze zg < A < B < z,. Wtedy

1
Var(X)'
fragment ciagu zg, 21, ..., 2, o indeksach k € W jest podziatem odcinka [A, B].
Przypusémy, ze uda sie nam znalez¢ funkcje f taka, ze

PweQ: X(w -/ Var(X) = f(zk).

Y P{weQ: X(w) =D fla

kew kew Var(X)

Wtedy
1

jest suma przyblizajaca catke Riemanna z funkcji f i mozna twierdzié, ze

X =B _ oy (7 o,

PlweQ: AL Var(X)

Poszukiwanie funkcji f o podanych wlasno$ciach wymaga odwotania sie do
analizy matematycznej. Wspotczynniki Newtona wyraza sie przez silnie, ktoére z
kolei wyraza si¢ za pomoca funkcji wyktadniczej korzystajac z wzoru Stirlinga.
Pojawiajace si¢ pierwiastki przybliza sie stosujac rozwiniecia Taylora. To wszystko
razem daje efekt w postaci twierdzenia de Moivre’a - Laplace’a.

7 Dodatek: Uwaga o sumowaniu wyrazéw ciggu
nieskonczonego

W twierdzeniu o przestawianiu wyrazow szeregu zalozenie o dodatnio$ci wyrazow

ciagu (lub stabsze zalozenie o bezwzglednej zbieznosci) jest potrzebne. Dowodzi
tego nastepujacy przyktad.
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7 twierdzenia o szeregach naprzemiennych wynika zbieznos¢ szeregu

i( 1y Lo, 1,1 1.1
P i1~ 2 3 4 5 7

Sume tego szeregu oznaczamy symbolem c. Znajdujac rozwiniecie funkeji log(1+x)
w szereg potegowy pokazuje sie, ze ¢ = log 2. Zauwazmy, ze

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

S T R S (el VR T e SIS
c=(1-)+3-3+G-gtr5tG- )t 1
oraz

c 1 1 1 1 1 1

Sumujac dwa ostatnie ciagi otrzymujemy, ze

2 3 2 5 7 4 9 11 67

Oznacza to, ze sumujac wyrazy ciggu
11 11
Y 27 37 4’ 5’ A
w kolejnosci, w jakiej sa wymienione, otrzymujemy c, a sumujac na przemian dwa
kolejne dodatnie i jeden ujemny wyraz tego ciggu otrzymujemy 2 s

8 Dodatek: Twierdzenie o rozszerzaniu

Twierdzenie 8.1 KaZda nieujemna o-addytywna funkcja zbiorow okreslona na
ciele C podzbiorow 2 daje sie jednoznacznie rozszerzyé na najmniejsze o-ciato B
podzbiorow €2 zawierajgce C.

Dowdéd. Niech m bedzie nieujemng o-addytywna funkcjg zbioréw o wartosciach
rzeczywistych, okreslong na ciele C podzbioréw €. Zdefiniujmy funkcje p : P(2) —
R przyjmujac, ze

1—00 .
=1

Funkcja p nazywa sie miarg zewnetrzng Caratheodory’ego i ma nastepujace wta-
snosci:

1. 0 < p(A) <m(Q) dla wszystkich A C €.
2. p jest monotoniczna, a wiec jezeli A C B, to u(A) < u(B).
3. w(AU B) < u(A) + p(B) dla dowolnych A, B C Q.

4. Dla dowolnego ciggu wstepujacego Ao, A, As, ... zachodzi nieréwnosé
hm (A U A;)
5. Dla dowolnego ciggu zstepujacego Ag, A1, As, ... zachodzi nieréwnosé

hmu ﬂ A;)
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Wszystkie wymienione wyzej wlasnosci p sa oczywiste. Zachodzi tez nastepujacy

fakt.

Fakt 8.2 Dla dowolnego ciagu wstepujacego Ag, A1, As, ... zachodzi tez réwnosé
lim pu(A,) = p(J An)-
n=0

Dowdéd. Bedziemy obliczaé pu(Us g Ayn). W tym celu wezmy wiec € > 01 — dla
kazdego n — wstepujacy ciag E, o, B 1, Ep 2, ... elementéw C dobrze przyblizajacy
1(Ay), a doktadniej — speliajacy warunki

£
on+1 ’

Ap C U Bni oraz pu(A,) <lim m(E,;) < p(Ay) +
i=0 !

Przyjmijmy, ze
Fn,i = U Ek,i-
k=0
Oczywiscie, Fy 0, Fn1, 2, ... jest dla dowolnego n € N wstepujacym ciggiem
elementéw C takim, ze E,,; C F), ;. Bedziemy szacowaé z gory granice lim; m(F, ;).
Zauwazmy, ze
hm m(Em U En—l,i) = hm m(En,i) + hm m(En_Li) — hm m(Em N En—l,i) <

< ((An) + o) + (1 Ano) + 22) = i Anr) = p(A) + 57 + o

o’

Powtarzajac podane rozumowanie wielokrotnie otrzymujemy, ze

<2n+1 _ 1)5

i on+l AL 2
Jezeli teraz przejdziemy do granicy po n, to otrzymamy
lim lim m(F,;) <lim u(A,) +¢.
Ciag m(F,;) jest niemalejacy wzgledem kazdej zmiennej. Stad wynika, ze

lim lim m(F,,;) = lim m(Fnn).

Zauwazmy takze, ze

U Ang U UEn,z: U Fn,n~
n=0 n=0

n=017=0

Laczac przytoczone wyzej fakty otrzymujemy, ze
w( G An) <lm m(F,,) <lim p(A,) +e.
n=0
Jezeli teraz skorzystamy z dowolnosci €, to otrzymamy nieréwnosé
u(@o An) <lim p(A,).

Przeciwna nieréwnosé¢ wynika z wlasnosci 4). O

Fakt 8.3 u(A) =m(A) dla wszystkich A € C.
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Dowéd. Przypusémy, ze A € C. Jest oczywiste, ze pu(A) < m(A). Aby dowiesé
nieréwno$¢ przeciwng wezmy wstepujacy ciag Ao, Ai, As, ... elementéw z C taki,
ze AC Uz, A;. Clag AUA), AUA;, AU A,, ... elementow z C tez jest wstepujacy
i dodatkowo spetnia rownosé

A=JAUA4).
i=0
Poniewaz funkcja m jest o-addytywna, wiec

m(A) = m(Ej(A UA)) = lilm m(AUA;) < li]irn m(A;).

i=0
Tak wiec m(A) ogranicza z dotu zbiér liczb z definicji u(A). Stad wynika nieréwnosé
m(A) < p(A). O
Bedziemy mowi¢, ze zbiér E dobrze dzieli zbior A, jezeli
n(A) = p(AN E) + p(AN E°).
Najpierw pokazemy, ze
Fakt 8.4 Jezeli E € C, to E dobrze dzieli dowolny zbior.

Dowé6d. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Wezmy dowolny wstepujacy ciag
Ap, A1, Ay, ... elementow z C taki, ze A C U2, A;. Bedziemy rozwazac¢ dwa ciagi:

AomE,AlmE,Ang,... oraz AOHEC,AlﬂEC,AgﬂEC,...

Wyrazy tych ciagdéw naleza do C, oba ciagi sa wstepujace, a ich sumy zawieraja
odpowiednio A N F oraz AN E°. Zauwazmy, ze

lim m(4;) =lim m(A; N E) +lim m(A; N E®) > u(ANE) 4+ u(AN E°).

)

Stad wynika, ze liczba u(ANE)+ p(AN E°) ogranicza z dotu zbiér z definicji p(A)
i z tego powodu spelnia nieréwnosé

u(A) > p(ANE)+ p(ANE°).

Przeciwna nieréwnos$é¢ wynika z podaddytywnosci p, czyli z whasnosci 3). O

Niech C oznacza rodzine tych podzbioréw Q, ktére dobrze dzielg wszystkie
zbiory zawarte w (2. Z udowodnionej wyzej wlasnosci otrzymujemy, ze

Fakt 8.5 C C C. O
Fakt 8.6 Rodzina C jest zamknicta ze wzgledu na dopelnienie. O

Fakt 8.7 Rodzina C jest zamknieta ze wzgledu na sume, a wiec jest ciatem zbio-
rOW.

Dowdd. Przypusémy, ze A C Qi E,F € C. Teza wynika z nastepujacych konse-
kwencji dobrego dzielenia przez zbiory E i F':

p(A) = w(ANE)+ u(ANE) =u(ANE)+ n(ANE°NF)+ pu(AN E°NF°)
(AN(EUF)) = p(AN(EUF)NE)+u(AN(EUF)NES) = p(ANE)+u(ANFNE®).
Stad
p(A) = u(AN(EUFE)+uw(ANENF) = w(AN(EUF))+pn(AN(EUF)%). O
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Fakt 8.8 Funkcja 1 jest addytywna na C, a wiec dla parami roztacznych zbioréw
A, B € C zachodzi réwno$¢ p(AU B) = u(A) + u(B).

Dowdd. Tak jest, poniewaz A dobrze dzieli AU B. O

Fakt 8.9 Funkcja p na zbiorze C jest o-addytywna, a wiec dla dowolnego ciagu
Ag, A1, Ag, ... parami roztacznych zbioréw nalezacych do C zachodzi rownosé

u@) 4) = iumo.

Dowdd. Jest to oczywisty wniosek z faktow 8.8 1 8.2 O

Fakt 8.10 Jezeli Ey, E1, Es, ... jest zstepujacym ciggiem elementow C , to

lim p(E, \ (ﬁ E;)) = 0.

1=0

Dowdd. Zachodzg nastepujace réwnosci

WEN B = (U (B o) = S 0(5) — n(Be)) =

=lim > (u(E) = p(Eirr)) = lm (u(En) = p(EBrsr)) = p(En) — (Hm p(Epia)).

Dalej wystarczy przej$¢ do granicy po n. O

Fakt 8.11 Przypusémy, ze Ey, E1, Es, ... jest zstepujacym ciggiem elementéw C,
a A jest dowolnym podzbiorem (). Wtedy

lilm w(ANE;) =p(AN ﬁ E;).
i=0
Dowéd. Oczywiscie,
ANE,C (AN ﬁEZ)U(En\ ﬁEZ)
i=0 i=0
Wobec tego, N .
WANE,) < (AN E) + u(E\ () Er).

=0 =0

Jezeli teraz przejdziemy do granicy po n i skorzystamy z faktu 8.10, to otrzymamy
lim wWANE,) <pu(An () E).
i=0

Odwrotna nieréwnos¢ wynika z whasnosci 5). O

Fakt 8.12 Rodzina C jest zamknicta na przeliczalne sumy wstepujacych ciagow, a
wigce dla dowolnego wstepujacego ciagu Eo, B, Ea, . . . elementow C mamy U2, E; €
C.
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Dowéd. Niech Ey, Ey, Es, . .. bedzie wstepujacym ciagiem elementéw C i niech A
bedzie dowolnym zbiorem. Pokazemy, ze J;2, F; dobrze dzieli zbiér A. Z faktu 8.2
wynika, ze

p(AN D E) = ,LL(@(A NE;)) = lign p(ANE;).

Podobnie, na podstawie faktu 8.11,

u(AN (fj E;)) = p(AN ﬁ Ef) =lim p(ANE7).

=0 i=0

Po zsumowaniu udowodnionych réwnosci stronami i skorzystaniu z nalezenia zbio-
row E; do C otrzymujemy, ze

nANUZ, Ei) + n(AN (U Bi)°) =
=lim p(ANE;) +lim p(ANEY) =lim (u(ANE;) +p(ANED)) =lim u(A) = p(A). O

Fakt 8.13 Rodzina C jest o-cialem zbioréw.

Dowdd. Jest to oczywisty wniosek z faktu 8.12. O

Z faktow 8.5, 8.3, 8.9 i 8.13 wynika, ze funkcje m udalo sie nam rozszerzy¢
do c-addytywnej funkcji i okreslonej na pewnym o-ciele zawierajacym C, a wigc
takze na najmniejsze o-cialo zawierajace C. Pozostata jeszcze do wykazania jed-
noznacznosé rozszerzenia.

Fakt 8.14 Jezeli juq i ps sa o-addytywnymi okreslonymi na o-ciele C’ podzbioréw
Q1 p(Q) = pe(£2), to zbidr

{Ael u(A) = pa(A)}
tez jest o-ciatem.

Dowdd.

9 Dodatek: Dowdd twierdzenia de Moivre’a - La-
place’a

9.1 Sformulowanie twierdzenia raz jeszcze

Przypusémy, ze mamy dang przestrzen probabilistyczng i zdarzenie (). Sukce-
sem bedziemy nazywaé zajscie zdarzenia (). Przyjmujemy, ze uzyskujemy sukces
z prawdopodobienstwem p, z zdarzenie przeciwne (porazka) ma miejsce z prawdo-
podobienstwem 1 —p = ¢q. Bedziemy wielokrotnie i w sposdb niezalezny powtarzac
do$wiadczenie losowe opisane przez dang przestrzen. Niech X, oznacza zmienng
losowa, ktora n-krotnej serii doswiadczen losowych przyporzadkowuje liczbe suk-
cesow.

Twierdzenie 9.1 (de Moivre’a-Laplace’a) Niech A i B bedg dowolnymi licz-
bami takimi, ze A < B. Wtedy
2
X

AL T = = 5 2 dz.
lim P({weQ,: A N < B}) = Ny:([A, B)) 27r/A e 2dz

Dowod twierdzenia zajmie kilka kolejnych rozdziatow.
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9.2 Wazér Stirlinga i konsekwencje

Zmany (z wyktadu analizy) wzoér Stirlinga stwierdza, ze

. n!
lim

n—xm1/2wnnp€—n

WezZzmy dodatnig liczbe € < 1. Z definicji granicy otrzymujemy, ze jest taka liczba
ng, ze dla dowolnej liczby n > ng zachodza nieréwnosci

=1.

A LR S
7 2rnnte—" 7

oraz

e V2mnne ™ €
l— o< <1+ .
7 n! 7
Nieréwnosci te pozwalaja oszacowa¢ symbole Newtona. Przypusémy, ze mamy licz-
by n ik takie, ze n, k,n—k > ng. Wtedy, po wymnozeniu odpowiednich nieréwnosci

stronami, otrzymujemy

<(1+%)3<1+g.

V2mnn'e "
V 27Tkkke_k\/27r(n — k)(n — k)" hemntk

Uproscimy jeszcze mianownik tego skomplikowanego utamka:
2mnn"e™" B 1 (ﬁ)fk(n—k
k —k — _ pyn—k —n+k kn—k) n n
2rkk e "\ 2n(n — k)(n — k)" "e o (n—k)

n2

)fnJrk

W ten spos6b dowiedlismy, ze

Lemat 9.2 Dlia kazdego dodatniego € < 1 istnieje liczba naturalna ng taka, zZe dla
wszystkich liczb n @ k spelniajgcych warunki n,k,n —k > ng zachodzg nieréownosci

()
Ey+"2

1—e<

9.3 Zbioér W i jego wlasnosci

Przyjmijmy, ze
W ={(n,k) € N*:pn+ Ay/npq < k < pn + B\/npq}.

Bedziemy rozwazaé¢ pary liczb naturalnych n i k& nalezace do W. Zauwazmy, ze
takie pary spelniajg nieréwnosé

gn — By/npqg < n —k < gn — A\/npq.
Wobec tego, dla wszystkich (n, k) € W mamy

A k B B n—=k A
< < oraz 1 — < <1-—

Vapg  pn - \/npg N NoTs

1+
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Stad wynika, ze dla dowolnej dodatniej liczby € < 1 istnieje liczba naturalna ng
taka, ze dla wszystkich n > ng i dla k takich, ze (n, k) € W zachodza nieréwnosci

0 n
1—€<p—<1+5oraz1—6< d

<l+te
2 n_k St

Jezeli powyzsze nierownosci pomnozymy przez siebie i spierwiastkujemy stronami
to otrzymamy, ze

pqn?
l—e,|——— K1 .
£ x k(n/—-k) < l+e

Lemat 9.3 Dla kazdego dodatniego € < 1 istnieje liczba naturalna ngy taka, ze dla
wszystkich liczb n > ng i k spetniajgcych warunek (n, k) € W zachodzq nieréwnosci

n
k

\/2mnpq (E n

Dowéd. Aby dowiesé ten lemat, wystarczy nier6wnosé z lematu 9.2 pomnozy¢
przez wyzej podang. Samo mnozenie wykonujemy podobnie, jak w dowodzie lema-
tu 9.2. O

Udowodniony lemat wykorzystamy do szacowania wyrazenia

N\ &k nk
(k)pq |

Bedziemy wiec przeksztatca¢ mianownik z wzoru z tego lematu przemnozony przez
odpowiednie potegi p i q. Na razie nadajemy mu postac

l—e< <l+4e.

)—n+k

e

\/2mnpg T n \/2mnpg 7

1 (E)—k(n’_'k)—n+kpkqn—k:: 1 S

gdzie
n

S = —lflogﬁ — (n —k)log —k + klogp+ (n —k)logq.
n n

Dalej bedziemy si¢ postugiwaé liczba

z—’“—”p—<’“_1) iz
NG np q

Na mocy nieréwnosci (7), dla (n, k) € W liczba ta spelnia nieréwnosci

A< < B. (8)

Zauwazmy, ze

k V/ /
n n n

n—=k ng — z\/npq
n

log = log

oraz

P
:1 — —_
og(q — 2 n)
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9.4 Wzér Taylora i dalszy przeksztalcenia

Zgodnie ze wzorem Taylora, jezeli f jest funkcja trzykrotnie rézniczkowalng w

przedziale [a, b], to

(b—a)?
2!

(b—a)’
3!

f"(a) +

dla pewnej liczby 6 € (0,1). Ten sam wzoér jest stuszny dla funkeji trzykrotnie
rézniczkowalnych w przedziale [b, a].

Z wzoru Taylora skorzystamy z dla funkcji f(x) = log(a+z). W tym przypadku
wzOr ten przyjmuje postac

f"(a+6(b—a))

x? x3 1

x
1 =1 e — 9
og(a+ x) ogat— — o+ o 1100y (9)
a
Bedziemy z niego korzysta¢ na dwa sposoby: dlaa =piz = z\/% oraz dla a = q

i v = —z/P. Zauwazmy, ze w interesujacych nas przypadkach

= — —:7—1
pvn np

r  z [pg n—k )
a qgVn  ng '

Najpierw oszacujemy ostatnie sktadniki wzoru (9).
Wezmy znowu dodatnig liczbe €. Z nieréwnosci (7) wynika, ze

xr  z [pq k
a

lub

X

a

£
<=

2
dla wszystkich liczb n > N i liczb k takich, ze (n,k) € W. W szczegdlnosci dla
liczb n > 4max(A?, B?) mamy, ze

(10)

x 1
-1 < = 11
a 2 (11)
Tym bardziej
0| < L
a 2

oraz . 5
z
- <14+0-< —.
2 a 2
Jezeli te ostatnia nieréwnos$¢ podniesiemy stronami do trzeciej potegi i odwrocimy,

to otrzymamy

1
S 1 <y (12)
20 (140%)°
a

Srodkowy utamek w nieréwnosci (12) jest wiec dodatni. Podniesiemy teraz nier6w-
nos¢ (10) do trzeciej potegi i przemnozymy przez ten utamek. Otrzymujemy

3 1 B
a* (14 95)3
a

1

xr
1 “\3
(1+67)

< e

ool M

Oznacza to, ze wartosci bezwzgledne ostatnich sktadnikéw we wzorze (9), w in-

teresujacych nas przypadkach, dla dostatecznie duzych liczb n nie przekraczaja
g

3
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Teraz obliczamy S. Mamy

2
< |Ipq Z° pq S
5 = “h-llogp + 0 = ga t g - le)
2
< Ipq - pq S9
—(n—k)-( - )= - == 2
(n=k)-(logg — —\/ i 0g9),

gdzie s 1 s9 sg liczbami o wartosciach bezwzglednych < 1. Zauwazmy, ze upra-
szaczajg sie pierwsze i pigte sktadniki w obu linijkach. Zsumujemy osobno drugie
i trzecie sktadniki. Suma drugich sktadnikéw jest rowna

-k k —k)p—k —k
S A o B I (n _) _ fpa(n—kp—kq _ pn—k
pvmn qgvn n q p n bq v pq

Suma trzecich sktadnikow wynosi

2
kP (n— k)

2p% n

2 pg _# (kg (n=Fkp
2¢% n 2 \np ng '

Wyrazenie w nawiasach szacujemy korzystajac z nieréwnosci (7). Dobierajac od-
powiednio N otrzymujemy, ze dla n > N i k takich, ze (n,k) € W zachodza

nierownosci L
L _
l—e< <q+(n)p> <l+e.
np ng

Sumujac oszacowania na poszczegolne sktadniki S otrzymujemy, ze
€
—e— 22— 22K S -2+ +e (13)
dla dostatecznie duzych n.

Lemat 9.4 Dla dowolnej dodatniej liczby e < 1 istnieje liczba naturalna N taka, Ze
dla wszystkich n > N i wszystkich K spelniajgcych warunek (n,k) € W zachodzq
nierownosct

Dowdd. Nieréwnosé (8) pozwala oszacowal takze wyrazenie 2% we wzorze (13).
Dalej wystarczy skorzystaé z nieréwnosci (13) dla odpowiednio dobranej liczby e.
O

Twierdzenie 9.5 Dla kazdego dodatniego € < 1 istnieje liczba naturalna ng taka,
Ze dla wszystkich liczb n > ng i k spelniajgcych warunek (n,k) € W zachodzg

nierownosct
n e
<k> e
> <1l+e.

_ (k—np)
1

¢ 2npq
\/2mnpgq

Dowdd. Ustalamy dodatnie ¢ < 1. Beda nam potrzebne dwie funkcje pomocnicze

1—e<

k(x)=(1—x)e ™ oraz I(z) = (1 + z)e”.

Zauwazmy, ze

lim k(x) = lim [(x) = 1.

z—0 z—0
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Z definicji granicy, dla ustalonego e znajdujemy dodatnig liczbe ¢ < 1 taka, ze
1—e<k(©)=(1-08)e oraz 1(6) = (1+0)e’ <1+e.

Teraz korzystamy z lematu 9.3 biorac za € z tego lematu liczbe 0 i podstawiajac
wprowadzone oznaczenie S. Otrzymujemy

n _
1—5<17<1+5.
S

\/2mnpq ‘

Nastepnie w podobny sposob korzystamy z nieréwnosci z lematu 9.4. Stad i z
monotonicznosci funkeji wyktadniczej wnioskujemy, ze

-6
e 5 < e

N

Mnozac otrzymane nieréwnosci przez siebie otrzymujemy, ze

N\ &k nk
1-e<(1-0)e’ <~ ey < (140 < 1 +e.
eS z

\/2mnpq e 2

Nietrudno zauwazy¢, ze otrzymalismy dowodzong nierownosé¢. O

9.5 Dowdd twierdzenia de Moivre’a - Laplace’a
Z twierdzenia 9.5 wynika dla wszystkich par (n, k) € W i dla dostatecznie duzych
n nieré6wnosé
(k — np)® (k — np)®
l—e¢ 2 Yk n—k l+e 2

\/2mnpq \/2mnpq

Wobec tego

(k = np)* _ (k= np)*
|

— > e Py < > Pt < Y e npq
V2T (n,k)ew npq (n,k)eW k V21 (n,k)ewW V npq

Dla duzych n skrajne sumy sa sumami wystepujacymi w definicji catki Riemanna
1
funkcji e~2%". Wobec tego, sumy te daza do odpowiedniej catki. Tak wiec

2 52
1l—¢ (B —% n l4+e (B ——
: e 2dz< lim pig"F < : e 2dz.
\V 2T A = pSico (n,kz)éw (k}) = V2T A
Suma $rodkowa jest interesujacym nas prawdopodobienstwem:
22 .2
l—e (B —F Xp(w) —np l+e (B —&

e 2dz< lim P({we QA< — < B}) <

. . 6
V2m JA vV 1Pq V2m JA
Poniewaz nieréwnosci te sa prawdziwe dla wszystkich dodatnich liczb € < 1, wiec
52
Xnp(w) —np 1

B
lim P,({weQ, : A<2n <B :——~/ 2 dz. O
lim P, ({w " ) N z



Whniosek 9.6

X (w) —np

lim P,({w € Q,
({ "

n—o0

Dowdd. Ustalmy € > 0. Najpierw znajdujemy liczbe A
52
! /A 2d:>1
V2m /-4 4
Dla takiego A mamy tez oczywiscie
22
A —— €
z < —.
\ 2 / = 8
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2’2

1 B _Ed
)—_QW-/_OOe z.

> | B| taka, ze

Korzystajac z twierdzenia de Moivre’a - Laplace’a znajdujemy ng takie, ze dla

n > Ny
X _
P.({weQ, —A<’M<A})>1—;.
Vv 1pq
Dla takich n ¥
P,({weq,: Xulw) = np —A}) < g
v/ 1pq
Zauwazmy, ze
Xo(w) — Lo 2
w _z
€N i P B 2d
(e npq ks LV, 271' - ‘
Xn — Xn — 1 —A 22
— |B,(fw @Lqp<ﬁm+Rﬂw>A<S%ﬁw<BH—jz e Tdr— —
T J—o00
X B 2 X _
P A @ e gy L P S b Wy
npq V2mJ-A , \/1pgq
z
Xn( )_np B == € €
< P Q:—A< ———— < B})—— 2d 4+
<{WE \/n—pq < }) \/%—Ae Z+2+4

Jezeli teraz po obu stronach nieréwnosci przejdziemy do granicy i znowu skorzy-
stamy z twierdzenia de Moivre’a - Laplace’a, to otrzymamy, ze

, Xnp(w) —np 1 B —= 3e
lim P, €Q,: ———~—— < B})— — dz| < —.
Jim P ({w 5 D= ) 2| <
Poniewaz tak jest dla kazdego ¢ > 0, wiec
X, (w) Lo o
. n\W) — NP T 5
lim P,(fweQ,: ———— < B :—/ e 2dz. O
Jim P ({ T D=7

9.6 Dwa wnioski z twierdzenia de Moivre’a - Laplace’a

Twierdzenie 9.7 Granica

lim P,({w € Q,, : A<
o Bl NoT

}m/

22

2 dz

z twierdzenia de Moivre’a - Laplace’a jest jednostajna ze wzgledu na A i B.
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Dowéd. W dowodzie wykorzystamy funkcje zdefiniowang wzorem

2’2
T

flz) = / e 2dz.
Jest to funkcja ciagla i przyjmuje wartosci bliskie zaréwno 0 jak i 1. Wobec tego
przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu (0, 1).

Wezmy dodatnig liczbe ¢ < 1. Dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych
k < % bierzemy liczbe xy taka, ze f(xy) = %. Ciag tych liczb jest rosnacy oraz
zachodzg réwnosci

3

z
0< [e 2dz = floen) — flw) =

Mamy takze

22 22

1 z1 ) d € 00 ) d €
— e z = — oraz e z< =
dla K = EJ Przyjmijmy dla uproszczenia zapisu, ze rqg = —o0
wiec cala prosta zostata rozbita na skonczenie wiele odcinkow

12k = o0. Tak

(1‘07 $1), [51317 $2), S [OUK—h $K), [fEK, $K+1),

ktorych miara w sensie rozkltadu normalnego jest nie wigkszg niz 7. Wezmy teraz

liczbe ng taka, ze dla wszystkich ¢+ < K oraz n > ng zachodzg nieréwnosci

22 22

1 frivr —— £ Xn(w) —np 1 [rin
— e 2dz Wi < 1 < 7/
V2r /—oo 4 NZT A< )

Niech a i b beda liczbami < K takimi, ze

- €
dz+ =
z+4

A€ [x4,2441) Oraz B € [xp, Tpy1).

Oczywiscie, a < b. Dla n > ny mamy tez
X

A "%p <B) < P({w:z. < W < Tpp1}) =
 Xp(w) —np Xp(w) —np .
T < Tyy1}) — Pn({w : 7\/n_pq < x.}) <

2 2’2

1 /-’Eb+1 _7d / d Tht1 _7d
— e Z— — z + + - / ¥4 +
\Y 21 J—c0 ) 4 4 \/27‘(‘ z 2
Z

P,({w: A<

3

Bu({w

2
B
2dz+e.

B —— Tpp1 —
2dz+ e dz—l—

e e e g

Analogicznie pokazujemy, ze

<l

2,2
B

X, —
Xn(w) —np 2 ds— .

ALy

Teza wynika z udowodnionych nieréwnosci. O

P,({w: A< < B})>

e

Twierdzenie 9.8 Dia kazidego € > 0 istnieje ng takie, ze dla wszystkich n > ng ¢
dla dowolnych A i B zachodzq nieréwnosci

Nopnpg([4;, B)) —e < P({w 1 A < Xy (w) < B}) < Nopnpg([A, B)) +¢
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Dowdéd. Bedziemy postugiwaé sie funkcja

pla) ===,
N

Jest to funkcja rosnaca. Wobec tego warunki

Xy(w) —np

p(A4) < NoT

< (B) oraz A< X, (w) < B
sg réwnowazne.

Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze dla dostatecznie duzych n i dla wszyst-
kich A i B, a wiec takze dla ¢(A) i ¢(B) zachodza nieréwnosci

22 22

1 eB) —— X (w) — 1 eB) ——
\/2_/4;7 e 2dz—e< P,({weQ,:p(A)< Xn(w) = np <¢(B)}) < — P dz+e.
7r

@(A) VPq 2m Jo(A)
Po skorzystaniu z réwnowaznosci warunkow otrzymujemy, ze

/

22 22

1 o(B) —— )
— e 2dz—e<P,{we,:A<X,<B}) < — e 2dz+e.
\/ﬁ/@w . < Vo o

Dalej korzystamy z wzoru na catkowanie przez podstawianie:

22 ©*(2) (z —np)®

/ e 2 dz:/ e 2 gp’(z)dz:/ e 2npq 4z O
»(A) A A
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