Egzaminacyjna lista zadan z Rachunku Lambda.

Antoni Koscielski

1 Algebry kombinatoryjne

Zad. 1.1.

(a) Przyjmijmy, ze napis [M, N] oznacza (dla algebr kombinatoryjnych)
wyrazenie S(SI(KN)(KM)). Oblicz [M, N|K oraz [M, N](KI).

(b) Jaka role w rachunku A petni term A\zxyz. zaxy?
(¢) Znajdz staly term T taki, ze Txyz = zxy.

(d) Pokaz, ze algebra kombinatoryjna o przynajmniej dwoch elementach
jest nieskonczona.

2 Formalizacja A-rachunku

Zad. 2.2.

Zad. 2.3.

Zad. 3.4.

Zad. 3.5.

Zad. 3.6.

Zad. 3.7.

Czy w A-rachunku jest prawdziwa rownosé¢ (Ay.(Ax.M))N = Az.((A\y.M)N)?
Ewentualnie, w jakich przypadkach ta réwnos¢ jest prawdziwa? Oczywiscie,
x 1y to rozne zmienne, a M i N to dowolne termy.

Przyjmijmy, ze w = A\v. zx, A = \y. wy oraz M = AA.

(a) Zdefiniuj graf Gg(X) (X to dowolny A-term). Jest to raczej graf z wie-
lokrotnymi krawedziami. Jaki jest stopien wyjsciowy wierzchotka odpo-
wiadajacego M w grafie Gz(M).

(b) Narysuj graf Gz(M). Zaznacz na rysunku sciezke redukeji lewostronnej
termu M. Ustal takze, czy term M ma posta¢ normalng i zaznacz ja,
jezeli istnieje.

3 Obliczenia w A\-rachunku

Pokaz, ze termy Axsz.s(wsz) oraz Axsz.xs(sz) definiuja (dla numeralow
Churcha) operacje nastepnika i sa niezgodne.

Przyjmijmy, ze
P = Azyz. x(A\pq.q(py))(Kz)1.

Pokaz, ze Pcy = ¢y oraz Pc,yq1 = ¢p.

Operacja poprzednika dla numeratéw Churcha (patrz poprzednie zadanie)
moze zostaé zdefiniowana na wiele sposobow. Podaj inne termy definiujace w
A-rachunku poprzednik (w pierwszym rzedzie term wykorzystujacy iteracje).

Przydatyby sie jeszcze jakies zadania typu: sprawdz, czy zachodzi réwnosé
terméw, znajdz postaé¢ normalng termu o ile istnieje, znajdz term definiujacy
proste funkcje naturalne itp.



4 Punkty stale

Zad. 4.8. Przyjmijmy, ze fog oznacza term Az f(gz) (definiujacy ztozenie f i g). Niech
X =0 (fog). Pokaz, ze gX jest punktem staltym ztozenia g o f.

5 Twierdzenie Churcha—Rossera i kolorowe redeksy

Zad. 5.9. Pokaz, ze term z n kolorowymi redeksami moze zosta¢ zredukowany do po-
staci normalnej (w sensie redukeji z kolorowymi redeksami) w n krokach.

Zad. 5.10. Przypus¢my, ze mamy dwie redukcje —; i —5, ktore maja wtasnosé
Churcha-Rossera i ktore komutuja (a wiec dla kazdych M, M; i M, spel-
niajacych M —q My i M —q M, istnieje N taki, ze M; —o N 1 My —1 N).
Wtedy relacja — tez ma wtasno$¢ Churcha-Rossera. Relacja — to zwrotne
i przechodnie domknigcie relacji — = —1 U —o.

6 System typow prostych, wtasnosci

Zad. 6.11. Pokaz, ze jezeli term ma typ w pewnym kontekscie, to kazdy jego podterm
tez ma typ w pewnym kontekscie.

Zad. 6.12. Pokaz, ze jezeli 'z : 7+ M :0oraz ' N : 7, to I' = M[z := N] : 0.

Zad. 6.13. Pokaz, ze jezeli I' = M : 0 oraz M —5 N, to I' = N : 0. Jak mozna uog6lnic
to zadanie?

Zad. 6.14. Przypu$émy, ze v € FV(M) i,z : 0+ M : 7. Wtedy dla kazdej zmiennej
y & dom(T") podstawialnej za x w termie M mamy ',y : 0 = M|z :=y] : 7.

7 System typow prostych, zwiazek z logika

Zad. 7.15. Pokaz, ze jezeli A ¢ (a wiec typ ¢ ma dowdd w systemie dedukeji natural-
nej w logice intuicjonistycznej, korzystajacy z pewnego zbioru aksjomatow
(zalozen) A), to I' = M : ¢ dla pewnego termu M i pewnego kontekstu I
Wskazéwka: dla kazdej formuty o € A wybieramy zmienng x, i tworzymy
kontekst I' = {z,:0 |0 € A}. By¢ moze do tego kontekstu trzeba bedzie
doda¢ jeszcze inne zmienne typu o € A. Trzeba pamigta¢ o drobnej réznicy
w traktowaniu napiséw I', z : ¢ oraz A, p.

8 Woyliczanie typu termu

Zad. 8.16. Zalézmy, ze termy M; i My majg typy, a doktadniej I'y = M; : o7 oraz
[y = M : 05. Pokaz, ze jezeli term M; M, ma typ, to to uktad réownan ma
rozwigzanie.

Zad. 8.17. Przypusémy, ze term M ma typ w pewnym kontekscie. Pokaz, ze wtedy term
Ax M tez ma typ w pewnym kontekscie. Podaj najogoélniejszy typ tego termu.

Zad. 8.18. Znajdz najbardziej ogdlny typ termu C'C dla C' = Axyz.xzy
Zad. 8.19. Znajdz najogélniejszy typ termu Az zI(Az zI M)
Zad. 8.20. Podaj najogdlniejsze typy nastepujacych numeratéw Barendregta: [1], [2],[3].



9 Typy polomorficzne

Zad. 9.21. Przypomnijmy na razie oznaczenia i znane wzory: FO(M) = M, F"*1(M) =
F(F™(M)).

(a) Pokaz, ze ¢, (¢ x) = Cpp @ dla wszystkich m,n € N. Postaraj si¢ nie
korzystac z ekstensjonalnodci.

(b) Niech F' = Aabz.ba(ax). Udowodnij, ze F ¢, ¢ = Cpynti.

(¢) Znajdz najbardziej ogblny typ termu F. OdpowiedZ uzasadnij.

(d) Niech G = \az.aa(az) (G reprezentuje funkcje g(n) = n"*1). Zbadaj,
czy G ma typ i znajdz najogoélniejszy typ tego termu, jezeli istnieje.

(e) Przyjmijmy, ze Nat jest typem polimorficznym Vo (o« — o) — a — «.
Pokaz (o termie G z adnotacjami) w polimorficznym systemie A2, ze

F Aa™ M Az® 7% a(a — a) aa (aax) : Nat — Nat.

Zad. 9.22. Zdefiniuj rachunek A\ z polimorficznym systemem typow.



