Wstep do rachunku lambda
Czesé I: rachunek lambda bez typow

Antoni Koscielski

1 Pojecia wstepne

1.1 Aplikacja

Aplikacja bedziemy nazywac¢ dziatanie, ktore funkeji f i argumentowi x przypisu-
je — w przypadku funkcji jednej zmiennej — wartos¢ funkcji f dla argumentu z,
czyli cos, co zwykle jest oznaczane symbolem f(x). Dzialanie to czasem bedziemy
oznaczaé kropka -, podobnie jak mnozenie. Zachodzi wiec réwnos¢ f -z = f(x).

Dla funkcji f dwéch zmiennych wynikiem aplikacji f - z bedzie funkcja g zde-
finiowana wzorem g¢(y) = f(x,y). W tym przypadku aplikacja ustala pierwszy
argument funkcji. Mamy wiec nastepujaca réwnosé (f -z) -y = f(z,y). Analogicz-
nie bedziemy rozumie¢ aplikacje w przypadku funkcji wielu zmiennych.

Aplikacja jest operacja chyba najczesciej stosowang we wzorach matematycz-
nych. Jezeli piszemy /3 + sin?x, to oczywiscie postugujemy sie wieloma funkcjami,
pierwiastkowaniem, dodawaniem, funkcja sinus, ale w pierwszym rzedzie postugu-
jemy sie aplikacja. Aplikujemy pierwiastkowanie do wyniku aplikowania dodawa-
nia do liczby 3 i czegos, co otrzymujemy w wyniku aplikowania podnoszenia do
kwadratu do aplikacji sinusa do wartosci oznaczanej przez x.

Prawde mowiagc, mimo ze w pewnym sensie bedziemy zajmowac sie aplikacja,
sama aplikacja rozumiana jako dziatanie bedzie nam mato potrzebna. Wystarczy
symbol -, ktory tez bedziemy nazywac aplikacja, i ktory bedzie wykorzystywany w
sposob wzorowany na wlasnosciach aplikacji.

1.2 Zmienne i stale

Piszac wzory postugujemy sie miedzy innymi symbolami, ktére nazywamy zmien-
nymi. W A-rachunku tez nam beda potrzebne zmienne. Zbiér zmiennych bedziemy
oznaczad litera V. Zaktadamy, ze jest to zbiér nieskonczony (przeliczalny). Cheemy
mie¢ do dyspozycji kazda skonczong liczbe zmiennych. To, czym sg zmienne nie ma
wiekszego znaczenia. Wazne jest to, ze odrézniamy je od innych rzeczy. Mozemy
mysleé, ze sg to znaki, litery lub identyfikatory, z ktérych bedziemy budowaé¢ dtuz-
sze stowa albo napisy. Dla oznaczenia zmiennych bedziemy zwykle uzywac¢ matych
liter, w razie potrzeby z jakimis$ indeksami. W razie koniecznosci postugiwania si¢
skonczong liczbg znakéw mozemy przyjac, ze zmiennymi sa napisy ztozene z litery
v i pewnej liczby priméw, na przyktad v, lub z indeksem bedgcym przedstawie-
niem liczby, na przyktad v3.

Czasem oprocz zmiennych beda nam potrzebne state. Mozemy je uwazaé za
szczegolne zmienne, o specjalnym przeznaczeniu. Bywa na przyktad, ze twierdzimy,
ze x > 0. W takim stwierdzeniu x jest chyba zmienng. Domyslamy si¢, ze oznacza



jakas liczbe, cho¢ zwykle nie wiemy ktora. Znak (cyfra) O jest zapewne stala,
oznacza $cisle okreslona i znana nam liczbe.

1.3 Termy, czyli wyrazenia z aplikacja

Termy to takie fragmenty wzoroéw matematycznych, ktore zwykle znajduja sie
mie¢dzy symbolami rownosci. Definiujemy je na kilka sposob6w, moga by¢ drzewami
badz napisami. Najwygodniej definiuje sie je jako drzewa, ale najtatwiej przekazuje
sie informacje o termach bedacych napisami. Na razie budujemy proste termy ze
zmiennych, z symbolu aplikacji i ewentualnie z nawiasow.

1.4 Termy jako drzewa

Termy definiujemy jako drzewa binarne, etykietowane i spetniajace dalej podane
warunki. Kazdy wezet takiego drzewa ma etykiete, ktérg jest zmienna lub sym-
bol aplikacji. Wezty etykietowane zmiennymi nie maja potomkéow. Kazdy wezet z
etykieta bedaca symbolem aplikacji ma dwa wezty potomne: lewy i prawy.

1.5 Termy jako napisy

Kazdy term rozumiany jako drzewo moze tez by¢ reprezentowany przez pewien
napis (czyli stowo). Drzewo z jednym weztem z etykieta = jest reprezentowane
przez zmienna x. Drzewo z korzeniem z symbolem aplikacji i dwoma poddrze-
wami: lewym, reprezentowanym przez napis t; i prawym, reprezentowanym przez
napis t, jest reprezentowane przez napis t1(tz), chyba ze ty jest zmienng. W tym
drugim przypadku, interesujace nas drzewo jest reprezentowane przez napis tits
(pojedyniczej zmiennej nie bierzemy w nawiasy).

Napisy reprezentujace drzewa bedace termami tez mozemy uwazaé za termy.
Od razu zauwazmy, ze napisy reprezentujace termy nie zawierajg symbolu aplikacji.
Symbol ten pomijamy podobnie, jak symbol mnozenia w wyrazeniach liczbowych.

Termy rozumiane jako napisy sa generowane przez nastepujaca gramatyke:

1) (term) == (zmienna) | (aplikacja),
2) (aplikacja) == (term)(zmienna) | (term)({aplikacja)),

3) (zmienna) == ...

1.6 O termach raz jeszcze

Termy rozumiane jako napisy definiuje sie takze nieco mniej precyzyjnie, nasla-
dujac sposéb traktowania wyrazen (wzoréw matematycznych) znany z lekcji i z
wyktadow z matematyki.

Mozemy przyjaé, ze termy sg elementami zbioru terméw T', do ktorego naleza
napisy (stowa) utworzone ze zmiennych ze zbioru V' i nawiaséw okragtych, i ktéry
jest najmniejszym ze wzgledu na zawieranie zbiorem spelniajacym nastepujace
warunki:

1) zmienne z V' (rozumiane jako jednoliterowe stowa) naleza do 1" (czyli V C 7)),

2) Jezell Ml,MQ € T, to (MlMQ) eT.



W powyzszej definicji (M;Ms) oznacza konkatenacje czterech napisow: jedno-
literowego stowa (, napiséw M; i M, oraz jednoliterowego stowa ).

Zgodnie z ta definicja, tworzac termy za pomoca nawiasow jednoznacznie usta-
lamy kolejno$¢ wykonywania wszystkich aplikacji, uzywajac wszystkich potrzeb-
nych. Zwykle uzupetniamy ja o zasady opuszczania niektorych nawiaséw, ktore nie
tyle obowigzuja, ile majg utatwi¢ nam zapisywanie terméw. Zasady te pozwalaja
term postaci (M;My)M;z skrécié do My MoM; (o ile zostala uwidoczniona para
odpowiadajacych sobie nawiaséw i My, My, Mj sa termami), a takze pominaé
najbardziej zewnetrzne nawiasy termu.

Doktadniej, kazdy fragment termu postaci ((M;Ms)Ms, w ktérym nawiasy
obejmujace M;M, odpowiadaja sobie, mozemy zastapi¢ przez (M;M;Ms, a na
koniec, jezeli caty interesujacy nas term jest w nawiasach, to mamy prawo pomi-
na¢ nawiasy najbardziej zewnetrzne. Tak wigc

((((zy)2)((z2)0))(ty)) = (((zyz)((x2)1))(ty)) = ((zy=((2)1))(ty)) =
= (wyz((z2)t)(ty)) = (vyz(xzt)(ty)) = wyz(zzt)(ty).

2 Algebry kombinatoryjne

2.1 Algebry aplikacyjne

Algebra aplikacyjna nazywamy zbior z dziataniem binarnym. Matematycy takie al-
gebry czasem nazywaja grupoidami (a wiec algebrami, ktére przypominaja grupy).
Bedziemy tez dopuszcza¢ w takich algebrach state, a czasem bedziemy wymagac,
aby mialy przynajmniej dwa elementy.

Dziatanie w algebrze aplikacyjnej bedziemy nazywac¢ aplikacja. Zauwazmy tez,
ze w algebrze aplikacyjnej, majac dwa dowolne elementy a i b, mozemy wyliczy¢
aplikacje a - b, ale takze aplikacje b - a oraz a - a.

2.2 Algebry kombinatoryjne

Algebrg kombinatoryjng bedziemy nazywacé algebre aplikacyjng z dwoma wyrdz-
nionymi elementami (statymi) S i K, w ktérej spelnione sa réwnosci

Szyz = xz(yz) oraz Kzy = x.

2.3 Wartos¢ termu w algebrze aplikacyjnej

Przypusémy, ze mamy dang algebre aplikacyjna, a wiec mamy pewien zbior A,
binarne dziatanie w tym zbiorze - i dodatkowo w tym zbiorze dwa elementy S' i
K. Niech M bedzie termem zbudowanym ze zmiennych ze zbioru V' i oczywiscie
nawiasoéw, a takze dwoch statych S i K.

Bedziemy zakladaé, ze stala S oznacza element S € A, i to samo dotyczy
statej K. Z podobng sytuacja mamy do czynienia w elementarnej matematyce: 0
to pewien znak (cyfra), takze przedstawienie pewnej liczby, ale rowniez myslimy,
ze jest to liczba zero. Na ogol nie odrozniamy liczb od ich przedstawien i statych
od tego, co oznaczaja.

Jezeli umowimy sie, ze zmienne z V' oznaczaja pewne elementy z algebry A, to
bedziemy mogli okresli¢, co oznaczaja poszczegodlne termy. Przyjmijmy wiec, ze ma-
my warto$ciowanie val zmiennych w algebrze A, czyli pewna funkcje val : V' — A.



Dla zmiennej x € V element val(z) bedziemy nazywaé wartodcia zmiennej x przy
warto$ciowaniu val. Funkcje val (okreslona na zbiorze V') mozemy rekurencyjnie
rozszerzy¢ do funkcji okreslonej na zbiorze termoéw przyjmujac, ze spetnia naste-
pujace rOWnNosci:

1) val(S) = S oraz val(K) = K,
2) val(Mz) = val(M) -val(z) dla wszystkich terméw M i dowolnej zmiennej x,

3) val(My(Mz)) = val(My) - val(Ms;) dla dowolnego termu M i termu My nie
bedacego zmienng.

Zdefiniowany w ten sposéb element val(M ) bedziemy nazywaé wartoscia termu M
przy wartos$ciowaniu val.

Pojecie wartosci termu pozwala wyjasnié, kiedy w algebrze jest spelniona (za-
chodzi) réwnosé dwoch termoéow M; = M. Przyjmujemy, ze jest ona spelniona,
jezeli dla dowolnego wartosciowania zmiennych val elementy val( M) i val(Ms) sa
identyczne.

Definiujac pojecie wartosci termow w algebrach aplikacyjnych okreslilismy przy
okazji kolejnos¢ dziatan, gdy nie wynika ona z rozmieszczenia nawiasow. Zauwaz-
my, ze liczac warto$¢ termu x-y-z najpierw obliczamy warto$é val(z-y), a nastepnie
wynik obliczen aplikujemy do val(z). Oznacza to, ze jezeli o kolejnosci dziatan nie
rozstrzygaja nawiasy, to dziatania sa wykonywane od lewej do prawej, i ostatnim
wykonywanym dziataniem jest to znajdujace sie najbardziej po prawej stronie.

2.4 Kombinatoryjna zupelnosé

Dzisiaj zwykle postugujemy sie teoriomnogosciowym pojeciem funkcji, dawniej ra-
czej utozsamiato si¢ funkcje z wzorami definiujacymi. Wzory te wymagaty uzycia
symboli oznaczajacych argumenty i nazywanych zmiennymi niezaleznymi. Stad by¢
moze wynika kariera w logice terminu zmienna. W logice symbole te wystepuja w
roli tzw. zmiennych wolnych. Wielu badaczy uwazato, ze korzystanie z tych zmien-
nych powoduje w matematyce wiele niejasnosci, a przynajmniej wymaga zbadania.
Pierwszy krok w tym kierunku wykonat Mojzesz Schonfinkel, ktéry zaproponowat
uzycie w celu eliminowania zmiennych wolnych tzw. kombinatorow, takich jak S i
K.

Zauwazmy, ze jezeli S zostanie zaaplikowane do dwoch funkcji: dwuargumen-
towej f i jednoargumentowej g, oraz do argumentu z, to otrzymamy

S(f,9.2) = Sfgz = fz(92) = f(z,9(2)).

Tak wigc operacja S odpowiada specyficznemu sktadaniu argumentéw. Podobnie,
operacja K pozwala na definiowanie funkcji statych, napis Kx moze by¢ rozumiany
jako funkcja stale rowna .

Prawo wytaczonego $rodka zwykle zapisujemy w postaci pV —p. Moze by¢ rozu-
miane jako wzor definiujacy pewng funkcje zmiennej p. Funkcje te mozna otrzymac
sktadajac odpowiednio alternatywe i negacje: pV —p = V(p,—~(p)) = SV —p. Przy-
puéémy, ze w algebrze kombinatoryjnej mamy oprocz S i K takze alternatywe V,
negacje — i prawde t. W tej algebrze funkcja z prawa wylaczonego $rodka moze
by¢ reprezentowana przez element tej algebry dany wzorem SV —, zdefiniowany,
jak wida¢, bez uzycia zmiennych wolnych. Fakt, ze prawo wylaczonego $rodka jest
tautologia moze da¢ si¢ wyrazi¢ wzorem SV — = Kt.
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Mojzesz Schonfinkel zauwazyt, ze majac kombinatory S i K z wszystkich wzo-
row mozna w podobny sposob eleliminowaé¢ zmienne wolne. Mamy bowiem

Twierdzenie 2.1 Algebry kombinatoryjne sq kombinatoryjnie zupetne, a wiec dla
dowolnego termu M ze zmiennymi wymienionymi w ciQgu Ty, T, ...,T, iStnieje
term staly T (bez zmiennych, zbudowany tylko ze statych S i K) taki, ze rowno$é

Taxixe... 2, =M
jest spetniona we wszystkich algebrach kombinatoryjnych.

Dowdéd. Przypusémy, ze x jest zmienng. Najpierw zdefiniujemy operacje na ter-
mach ¢, taka, ze

1) w termie o, (M) wystepuja jedynie zmienne wystepujace w M i r6zne od z,

2) spetniona jest réwnosé g, (M)x = M (czyli term @, (M) reprezentuje funkcje
zmiennej = definiowana wzorem M ).

Operacje ¢, definiujemy przez rekursje nastepujacymi wzorami
1) ¢u(z) = SKK,

2) ¢.(y) = Ky dla zmiennej y réznej od z,

3) a(MiMy) = S(x (M) (pa(Ma)).

Majac juz operacje ¢, dla wszystkich zmiennych, w szczegélnym przypadku
termu M ze zmiennymi z, y i 2z term T' definiujemy jako

T = QO:B(SOy(SOZ(M)))-

W pozostatych przypadkach postepujemy analogicznie.
Sprawdzenie, ze zdefiniowana operacja ma oczekiwane wtasnosci, jak rowniez,
ze zachodzi teza jest tatwe i pozostawiam to dociekliwemu Czytelnikowi. O

3 Formalizacja A\-rachunku

3.1 Kilka uwag historycznych

Dawno temu, w czasach przed teorig mnogosci, nie widziano potrzeby formali-
zowania pojecia funkcji i raczej stosowano go w ograniczonym zakresie. Za to
postugiwano si¢ wzorami postaci y = v/sin?z +3 lub s = 1/2 - gt> (0 pewnym
znaczeniu fizycznym). Mowiono, ze pierwszy z tych wzoréw wiaze zmienng nieza-
lezng x i pewng zalezna od niej zmienng y, drugi, opisujacy swobodne spadanie,
podaje droge przebyta przez ciato w czasie pierwszych ¢t sekund lotu i — rzecz ja-
sna — jest stosowany dla wielu zmieniajacych sie wartosci ¢ i nie tyle definiowal
zaleznos¢ miedzy t i s, co dla kazdego t pozwalal wyliczy¢ odpowiednig wartosé s.
Dzisiaj takie wzory czesto uwazamy za definicje funkcji f i s i zapisujemy w po-
staci f(z) = /3 + sin?zx oraz s(t) = 1/2- gt*. Alonzo Church, twérca A-rachunku,
zapragnal mie¢ operacje, ktora dany wzor przeksztatca w funkcje definiowang tym
wzorem 1 zaczal jg stosowaé oraz bada¢. W szczegdlnosci przyjal, ze funkcje f
bedzie oznaczaé¢ wyrazeniem postaci Axr /3 + sin?z, podobnie s = At 1/2 - gt%.
Operacja ta jest nazywana abstrakcja, symbol A pojawit sie chyba przypadkowo.
Uzywanie jej powoduje konieczno$¢ postugiwania si¢ termami z operatorem .



3.2 Termy A-rachunku jako drzewa

Aby zdefiniowaé termy potrzebne sg nam zmienne. Zbiér zmiennych, jak dotych-
czas, bedziemy oznacza¢ symbolem V.

Termy A-rachunku mozna uwazacé za drzewa binarne z weztami etykietowanymi
zmiennymi, symbolem - i napisami Az dla x € V. W tym przypadku zbiér takich
termow A jest najmniejszym zbiorem drzew binarnych zawierajacym

1) jednoelementowe drzewa binarne z weztem z etykieta, ktora jest zmienna,

2) drzewa z korzeniem z etykieta -, z lewym poddrzewem M i prawym poddrze-
wem N, takimi, ktére sa termami (M, N € A),

3) drzewa z korzeniem z etykieta Az (z € V), ktérego prawe poddrzewo jest
puste, a lewe poddrzewo M jest termem, czyli nalezy do A.

Takie etykietowane drzewa moga by¢ reprezentowane przez napisy. Ogélna idea
konstruowania napisu reprezentujacego drzewo jest nastepujaca: najpierw piszemy
napis reprezentujacy lewe poddrzewo, dopisujemy do niego etykiete korzenia i w
koncu podajemy napis reprezentujacy prawe poddrzewo. W takim napisie uzywa-
my tez nawiaséw pozwalajacych jednoznacznie odtworzy¢ reprezentowane drzewo.
Dodatkowo pomijamy symbol aplikacji -.

3.3 Termy jako napisy

Termy mozemy tez definiowa¢ jako napisy generowane przez nastepujaca grama-
tyke:

1) (A —term) == (zmienna) | (aplikacja) | {(abstrakcja),
2) (term prosty) = (zmienna) | ({aplikacja)) | ((abstrakcja)),
3) (aplikacja) = (zmienna)(term prosty) | ({abstrakcja))(term prosty) |

| (aplikacja){term prosty),
4) (abstrakcja) = M{zmienna){\ — term),
5) (zmienna) = ...

Jak wida¢ mamy trzy rodzaje terméw: zmienne, aplikacje i abstrakcje. Napisy
tworzone zgodnie z powyzsza gramatyka zawieraja bardzo mato nawiasow. Abs-
trakcje bedace cztonami aplikacji sa ujete w nawiasy. Wielocztonowe aplikacje sa
interpretowane tak, jak w przypadku algebr aplikacyjnych.

3.4 Trzeci sposéb definiowania A\-terméw

Zbiér A mozemy tez definiowaé jako najmniejszy zbior napiséw (stow) taki, ze
1) V CA,
2) jezeli My, My € A, to (M M) € A,

3) jezeli x € V oraz M € A, to (Ax M) € A.



W tak rozumianych termach uzywamy wszystkich mozliwych nawiaséw. Wobec
tego taka definicje stosujemy razem pewnymi zasadami upraszczajacymi. W szcze-
gblnodci, termy postaci (M My)Ms zapisujemy w postaci My My M; (pomijamy na-
wiasy, podobnie jak w przypadku terméw w algebrach aplikacyjnych). Wielokrotne
abstrakcje takie, jak AxAyAz M zapisujemy z kropka w postaci Azyz.M. Abstrak-
cje na ogot ujmujemy w nawiasy z wyjatkiem catych termow, ktére zapisujemy
bez nawiasow zewnetrznych.

3.5 Wystgpienia zmiennych, wystgpienia wolne i zwigzane

Aby okredli¢ wystapienie zmiennej w termie musimy wskaza¢ zmienng, ktora nas
interesuje, podac¢ term, w ktorym ta zmienna ma wystepowac, i na przyktad okre-
sli¢ liczbe znakoéw poprzedzajacych wystapienie w rozwazanym termie.

Wystapienia zmiennych moga by¢ wolne lub zwigzane. Wystapienie jest wolne
wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest zwigzane. Pojecia te sg definiowane przez indukcje
ze wzgledu na budowe termu.

Kazde (jedyne) wystapienie zmiennej x w termie x jest wolne, zadna zmienna
nie jest w tym termie zwigzana. Jezeli interesuje nas wystgpienie zmiennej r w
termie M, to jest to takze wystapienie w termie MM, i jest ono wolne w tym
termie wtedy i tylko wtedy, gdy jest ono wolne w M. To samo dotyczy zmiennej x
w termie M. Zadne wystapienie z nie jest wolne w termie Az M, a wiec wszystkie
sa zwiazane. Wystapienie zmiennej x w termie Ay M jest wolne wtedy i tylko wtedy,
gdy jest wolnym wystapieniem w termie M.

W termie x(Azxx) mamy raczej trzy, a nie cztery wystapienia zmiennej z.
Pierwsze wystapienie jest wolne, ostatnie i przedostatnie sa zwiazane. Dobrze jest
nie rozwazaé jako wystapienia tej zmiennej xz, ktéra znajduje si¢ bezposrednio za
operatorem \. Lepiej uwazac ja indeks operatora A, dodatkows informacje dookre-
slajaca operator i jakby czes$¢ tego operatora. Zmienng umieszczong bezposrednio
za operatorem A\ czasem okresla sie jako wigzang tym operatorem, a o operatorze
mowi sie, ze wigze zmienng podang bezposrednio za nim. W rzeczywistosci, wiaze
on w podanym termie dwie ostatnie zmienne x lub dwa ostatnie wystapienia tej
zmiennej.

Zmienna z (a nie wystapienie tej zmiennej) jest wolna w termie M, jezeli
pewne jej wystapienie jest wolne w termie M. Analogicznie definiujemy zmienne
zwigzane. Zauwazmy, ze zmienna x moze nie by¢ zwigzana w termie M mimo, ze
w tym termie wystepuje operator \ wigzacy zmienng x.

Symbolem FV (M) bedziemy oznaczaé¢ zbiér zmiennych wolnych (wystepuja-
cych jako wolne) w termie M. Zbiory te sa definiowane indukcyjnie réwnosciami

1) FV(z) = {z},
2) FV(MMs) = FV(M;) U FV (M),
3) FV(\zM) = FV(M)\ {z}.

3.6 Podtermy

Pojecie podtermu najtatwiej zdefiniowaé, gdy termy uwazamy za drzewa. W tym
przypadku podtermem jest poddrzewo o okreslonym korzeniu. Tak rozumiane pod-
termy sa wlasciwie ich wystapieniami: rézne wezty drzewa moga by¢ korzeniami
tak samo zbudowanych poddrzew, ale beda wyznacza¢ rozne podtermy.
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Podtermy mozemy tez definiowaé¢ rekurencyjnie. Kazdy term ma jeden nie-
wladciwy podterm: jest nim on sam. Pozostate podtermy nazywamy witasciwy-
mi. Zmienne nie majg wtasciwych podtermow. Wtasciwymi podtermami aplikacji
M, M, sa wszelkie podtermy (wlasciwe i niewlasciwe) zaréwno termu M, jak i
termu M,. Wihasciwymi podtermami abstrakeji AxM sa wszelkie podtermy termu
M.

Kazdy podterm mozna otrzymaé¢ usuwajac z termu pewne liczby znakéw: z
poczatku i z konca termu. Jest on wyznaczony przez liczbe znakéw usunietych z
poczatku termu. Zauwazmy tez, ze yz nie jest podtermem termu xyz. Ten term
rozumiany jako drzewo ma pie¢ weztow i, w konsekwencji, tylko pie¢ podtermoéw.

3.7 Konteksty

Kontekstem jest to, co zostaje z termu po usunigciu z niego pewnego podtermu.
Zgodnie z bardziej precyzyjna definicjg, konteksty to A-termy, w ktorych wy-
stepuje specjalna zmienna oznaczana symbolem [ |. Zmienna ta w kontekscie wy-
stepuje doktadnie jeden raz i nie jest wigzana operatorem .
Pojecie kontekstu definiujemy rekurencyjnie przyjmujac, ze

1) [] jest kontekstem,
2) jezeli C jest kontekstem, a M € A, to (CM) oraz (MC) sa kontekstami,

3) jezeli C jest kontekstem, a x — zmienna z V (rézna od | ]), to (AzC) jest
kontekstem.

3.8 Podstawianie w kontekstach

W kontekstach bedziemy podstawia¢ za zmienna [ ]. Wynik podstawiania w kon-
tekécie C' termu N bedziemy oznaczaé¢ symbolem C[N]. Operacja ta spelnia na-
stepujace rownosci:

1) [lIN] =N,

2) (CM)[N] = C[N]M oraz (MC)[N| = MC[N] dla wszystkich kontekstéw C
i M eA,

3) (Ax C)[N] = Az C[N] dla wszystkich kontekstow C'i x € V.

Podstawianie w kontekstach nie podlega zadnym ograniczeniom. Kazdy term
mozemy podstawi¢ w kazdym kontekscie.
Zwiazek miedzy kontekstami i podtermami wyraza nastepujacy

Lemat 3.1 Term N jest podtermem termu M wtedy i tylko wtedy, gdy M = C[N]
dla pewnego kontekstu C'. O

3.9 Troche o podstawianiu

Doskonale wiadomo, co trzeba zrobi¢, aby wyliczy¢ warto$é¢ funkcji definiowanej
pewnym wzorem: w pierwszym rzedzie trzeba argument podstawi¢ we wzorze de-
finiujacym funkcje. Jezeli na przyklad chcemy wyliczyé¢ warto$é funkeji f(z) =



V3 + sin?z dla liczby 5, to obliczamy warto$¢ wyrazenia v/3 + sin? 5. Analogicz-
nie postepujemy w rachunku lambda wykorzystujac $cisle zdefiniowang operacje
podstawienia.

Wzory w A-rachunku sg jednak bardziej skomplikowane od przytoczonego. Bar-
dziej przypominaja wyrazenia takie, jak 23 - [ /3 + sin?z dz, w ktérym prosta
zamiana x na 5 nie prowadzi do niczego sensownego.

3.10 Operacja podstawiania

Dla dwéch A-terméw M i N i zmiennej x rekurencyjnie definiujemy podstawienie
M|z := N] termu N za zmienna = w termie M. Przyjmujemy, ze

1) zfz:= N]= N,

2) jezeli y # x, to ylr := N] =y,
M, My)[x := N| = M|z := N|Ms[x := n],

(
()\SL’ M1>[ —N] = \r Ml,

)
)
3)
4)

)

5) jezeli y # x, to (A\y My)[z := N] = Ay M;[x := NJ.

3.11 Klopoty z podstawieniami

WeZmy term F' = A\zy.yx. Intuicje zwiagzane z rachunkiem A podpowiadaja, ze F'
oznacza operacje dwoch zmiennych x i y, ktéra drugi z otrzymanych argumentéow
aplikuje do pierwszego. W zwiazku z tym spodziewamy sig¢, ze ten term dla dowol-
nych M i N spelia rownos¢ FMN = NM, a w szczegolnosci spetnia Fyx = xy.

Chcemy takze, aby zachodzity réwnosci FM = (Axy.yx)M = \y.(yz)[x := M] =
Ay.yM , w szczegbdlnosei, aby Fy = A\y.yy i analogicznie, aby Fyx = (Ay.yy)x = zz.
Wydaje sie wiec, ze powinna zachodzi¢ réwnosé xy = xx.

Jezeli na réwnych termach wykonamy te same operacje powinnismy otrzymac
rzeczy identyczne. Tak wige Ary.xy = Ary.xx i dalej

K =IK = (Azy.zy)lK = (\ey.ax)IK =11 = 1.
Stad mozemy ostatecznie wywnioskowaé, ze kazde dwa termy sa rowne:
M=IKMN =KIMN =1IN = N.

Btad tkwi w dowodzie rownos¢ F'y = A\y.yy. Po lewej stronie rownosci zmienna
y wystepuje w dwoéch rolach. W termie F' jest zmienna wiazana operatorem A,
wskazuje, gdzie powinni$my podstawi¢ argument, gdyby przyszto nam liczy¢ jakas
warto$¢ podtermu \y.zy. Z drugiej strony, y oznacza jakas rzecz, do ktorej apliku-
jemy F'. W wyniku podstawienia to y pojawia si¢ w zasiggu operatora \ wiazacego
zmienng y, przestaje oznaczaé te rzecz, staje si¢ oznaczeniem miejsca, ktére byc
moze zastgpimy jakims$ argumentem podczas dalszych obliczen i bezpodstawnie
zmienia Swoje znaczenie.



3.12 Podstawialnosé¢

Term N jest podstawialny za zmienng x w termie M, jezeli w termie M zadne
wolne wystapienie zmiennej x nie znajduje si¢ w zasiggu operatora abstrakcji A
wigzacego zmienng wolng termu V.

Lemat 3.2 Jezeli zmienne wigzane z termu M nie sq wolne (w szczegélnoci: nie
wystepujq) w termie N, to N jest podstawialny w termie M za dowolng zmienng.
O

3.13 Wtlasnosci podstawiania

Lemat 3.3 Zawsze zachodzi wzor
1) M[x:=x] = M.
2) jezeli zmienna x & FV (M), to M[z := N] = M,
3) jezeli v # y oraz x,y & FV (L), to

Wazna wtasno$¢ podstawiania wyraza

Lemat 3.4 Jezelixz #y ix & FV(L), to

M|z := N]ly := L] = My := L][x := N[y := L]]. O

4 Rodzaje relacji

4.1 Relacje zgodne

Relacja R w zbiorze A-terméw jest zgodna (z operacjami A-rachunku) jezeli dla
wszystkich M, N, Z € A

1) warunek M R N pociaga za soba (ZM) R (ZN) oraz (MZ) R (NZ),
2) warunek M R N implikuje, ze (Ax.M) R (A\x.N).

4.2 Kongruencje

Kongruencjami nazywamy zgodne relacje réwnowaznosci. Najprostszym przykta-
dem kongruencji jest relacja rownosci.

4.3 Redukcje

Mamy dwa rodzaje redukcji: w jednym i w wielu krokach. Redukcja w jednym
kroku najczedciej jest definiowana jako najmniejsza relacja zgodna rozszerzajaca
pewne proste przeksztalcenie. Redukcja w jednym kroku wyznacza redukcje w
wielu krokach, ktora jest krétko nazywana redukcja.

Redukcjg zwykle nazywamy zgodna relacje zwrotna i przechodna.

Majac redukcje w jednym kroku — definiujemy relacje — przyjmujac, ze jest
to najmniejsza relacja speliajgca dla wszystkich L, M, N € A warunki
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1) jezeli M = N, to M — N,
2) jezeli M — N, to M — N,
3) jezeli M —» LiL — N, to M —» N.

Krétko mowiac, relacje — definiujemy jako zwrotne i przechodnie domkniecie
relacji —.

Lemat 4.1 Jezeli relacja redukcyi w jednym kroku — jest zgodna, to relacja —»
jest redukcjg. O

4.4 Konwersje

Majac relacje redukceji — definiujemy zwigzang z nig relacje konwersji = przyjmu-
jac, ze jest to najmniejsza relacja spetniajaca dla wszystkich L, M, N € A warunki

1) jezeli M — N, to M = N,
2) jezeli M = N, to N = M,

3) jezei M 2 LiL=N,toM=N.

Lemat 4.2 Jezeli relacja — jest redukcjq, to relacja = jest kongruencjg. O

5 a-konwersja

Njpierw zauwazmy, ze wzory v/3 + sin?x oraz /3 + sin?y definiuja te samg funk-
cje, w obu przypadkach liczenie wartoéci funkcji dla danego argumentu prowa-
dzi do tych samych obliczen. Tak wiec wydaje sie, ze w A-rachunku wyrazenia
Ary/3 + sin?x oraz \y+/3 + sin?y powinny by¢ uwazane za identyczne. Aby sfor-

malizowaé to spostrzezenie, wprowadzimy relacji a-redukcji i a-konwers;ji.

5.1 a-redukcje, w jednym i w wielu krokach

Relacje a-redukeji w jednym kroku, czyli relacje —, definiujemy jako najmniejsza
relacje zgodng z operacjami rachunku lambda zawierajaca wszystkie pary

M. M —, Ay Mz := vy,

gdzie y jest zmienng nie bedaca wolna w termie M (y ¢ FV(M)) i podstawialng
w M za zmienng x.

Relacja a-redukcji w jednym kroku wyznacza tak, jak to zostato wyzej opisane,
relacje a-redukcji —», i relacje a-konwersji. Relacje a-konwersji bedziemy najcze-
Sciej oznacza¢ symbolem =,, a czasem moze by¢ ona oznacza takze symbolem

Oczywiscie, a-konwersja jest kongruencja.
Lemat 5.1 1) Jezeliy & FV(M), tox ¢ FV(M|x :=y]).

2) Jezeli y & FV(M), to y nie wystepuje w termie M[x = y| jako zmienna
wolna w zasiegu kwantyfikatora wigzgcego x.
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3) Jezeliy & FV (M), to zmienna x jest podstawialna za y w termie Mz := y].
4) Jezeliy & FV (M), to \y.M[z :=y] —, Mz :=ylly :==z| = M.
5) Relacja —,, jest symetryczna.

6) Relacja —», jest symetryczna. O

Whniosek 5.2 Relacja a-redukcji —, jest relacjg a-konwersji =,. O

5.2 «a-konwersja, a podstawianie

Operacja podstawiania jest zawsze wykonalna, ale czasem prowadzi do absurdal-
nych wynikéw. W zwigzku z tym ograniczamy jej stosowanie do sytuacji, w ktérych
podstawiamy term podstawialny. Narzucamy wiec sobie ograniczenia wykonalnosé
podstawiania. Z drugiej strony niektére termy uwazamy za rozniace sie nieistot-
nie. To daje szanse na zmiane termu, w ktérym nie mozna podstawia¢ tak, aby
podstawianie stato sie¢ mozliwe.

Lemat 5.3 Dla kazdych A\-terméw M i N i dowolnej zmiennej x istnieje term M’
taki, ze M =, M’ i term N jest podstawialny za x w termie M'.

Dowd6d. Wezmy term M i policzmy wystepujace w nim operatory . Jezeli jest ich
n, to wybieramy ciag yi,yo, - . ., yn parami réznych zmiennych nie wystepujacych
aniw M, ani w N, réznych od z. Teraz przeksztalcamu dany term M w nastepujacy
sposob:

2) dla kolejnych operatoréw A w termie M:

3) przedstaw M w postaci C[A\y A] dla pewnego kontekstu C, termu A i
zmiennej y;

4) M zastap przez C[\y; Aly == wi]]; i=1i+1
5) zwrdé term M.

Niech M’ bedzie termem skonstruowanym przez podany algorytm. Nietrudno za-
uwazy¢, ze M’ powstat z M w wyniku wielokrotnej a-redukeji. Tak wiec M =, M'.
Term N jest podstawialny w M’, poniewaz zadna wystepujgca w nim zmienna nie
jest zwiazana w termie M’ (w M’ wiazane sa wylacznie zmienne y1,ys, ..., ¥y,). O

Lemat 5.4 Jezeli My © My sq réznymi a-konwertowalnymi termami, to pierwsze
znaki roznigee te termy sqg zmiennymi wigzanyms operatorams \. O

Lemat 5.5 Jezeli My 1 My sqg a-konwertowalnymi termamsi @ term N jest w nich
podstawialny za zmienng x, to termy M;|x := N| i Ms[z := N] tez sq a-konwerto-

walne (a wiec My[z := N| =, Ms[x := N]).

Dowdd. O

12



5.3 Operacje na klasach abstrakcji a-konwersji

Umoéwmy sie, ze w tym rozdziale klase abstrakeji a-konwersji wyznaczong przez
term M oznaczamy symbolem [M],.

Na termach wykonujemy trzy operacje: majac dwa termy tworzymy term ozna-
czajacy aplikacje, majac term tworzymy term oznaczajacy abstrakcje i wykonuje-
my bardziej skomplikowana operacje podstawiania. Te trzy operacje mozna roz-
szerzy¢ do operacji na klasach abstrakcji a-konwersji i robimy to w sposob stan-
dardowy. Przyjmujemy, ze

1) [M]a[Nl]a = [MNa,
2) Az [M], = [Ax M],,

3) [M]a|z := [N]a] = [M'[z := N]]a, gdzie M’ jest pewnym termem réwnym M
w sensie relacji a-konwersji (M’ =, M), w ktérym term N jest podstawialny
za zmienng .

Jak zwykle w takich przypadkach pojawia si¢ problem poprawnosci tych de-
finicji. Dwie pierwsze sa poprawne, poniewaz relacja a-konwersji jest zgodna z
dziataniami wykonywanymi w A-rachunku. Poprawnos¢ ostatniej wynika z z lema-
tow 5.3 1 5.5.

5.4 Raz jeszcze o termach

Jest jeszcze jeden sposob definiowania A-termoéw. Jak dotychczas mozemy A-termy
uwaza¢ za napisy lub, jak ktos woli, za drzewa spelniajace wiadome warunki.
Zwykle jednak uwaza sie termy za klasy abstrakcji relacji a-konwers;ji.

Mozemy w A-rachunku pisaé¢ A-termy (odpowiednie napisy) i przeksztatcaé je
zgodnie z obowigzujacymi zasadami. Wtedy zastapienie termu M termem M’ be-
dacym z nim w relacji a-konwersji powinni$my uzna¢ za jeden z dopuszczalnych
sposobow przeksztatcania.

Mozemy tez prawdziwe A-termy definiowaé¢ jako klasy abstrakcji relacji a-
konwersji, czyli elementy zbioru A/_, = {[M], : M € A}. Wtedy te klasy
przeksztatcamy stosujac odpowiednie rozszerzenie relacji f-redukcji

(Az[M]a)[Na =5 [M]a[z := [N]a]].

Taka definicja i rygorystycznie stosowane oznaczenia prowadzg do bardzo skom-
plikowanych wzoréw. Wobec tego, tak rozumiejac termy stosujemy uproszczong
notacje pozwalajaca pisa¢ o klasie abstrakeji [M], podajac tylko jej reprezentanta
M (zamiast [M], piszemy po prostu M ). Takze oznaczenie A/__ bedziemy skracaé
do A.

6 Pierwsze podejsScie do A-rachunku

A-rachunek moze by¢ rozumiany jako system dowodzenia (wyprowadzania) réwno-
sci. Definiujac go w stylu znanym z logiki mozemy przyjac, ze jest to najmniejszy
zbior rownosci termow zamkniety ze wzgledu na wnioskowanie za pomoca naste-
pujacych regut dowodzenia:

13



1) odpowiadajacych podstawowym aksjomatom réwnosci:

M=N K=M, M=N
M=M N=M K=N ’

2) odpowiadajacych aksjomatom réwnosci zwiazanym z dziataniami:

My = M, My = M, My = M,
MlN = .2\42]\77 NM1 = .Z\[]\427 )\I‘Ml == )\ZE]\427

3) i najwazniejszej reguly ([-reguly)

(Ax M)N = M[z == N]'

Fakt, ze réwnosé My = Ms nalezy do wyzej zdefiniowanego zbioru (czyli daje sie
uzasadnié¢ za pomoca (-regulty) zapisujemy bardziej formalnie wzorem A - M; =
M, ale najczesciej zapisujemy po prostu jako My = M.

Przytoczona definicja wymaga, aby termy A-rachunku byly rozumiane jako
klasy abstrakcji a-konwersji. Jezeli termy rozumiemy jako napisy, to musimy ogra-
niczy¢ stosowanie (-reguty do sytuacji, gdy term N jest podstawialny w M za
zmienng x i dodac jeszcze regute a-konwersji

Ax M =Xy M|z :=y]’

ktéra jest stosowana pod zwyklymi warunkami (patrz 5.1).

Na razie przestawione tu podejscie do A-rachunku jest nas wystarczajace. Poz-
niej, gdy bedziemy szczegdtowo analizowaé wyprowadzenia réwnosci, pojawi sie
relacja [-redukcji —p, ktéra w najprostszej wersji (dla klas abstrakeji) jest defi-
niowana wzorem (Ax M )N —z M[z := N].

7 Liczby naturalne w A-rachunku

7.1 Numeraly Churcha

Najpierw wprowadzmy operacje, ktora z pary terméw F, M € A i liczby naturalnej
n robi term F"(M). Wynik tej operacji jest definiowany rekurencyjnie wzorami

FO(M) = M oraz F"'(M) = F(F"(M)).

Oczywiscie, numeraly Churcha zostaty wymyslone przez Alonzo Churcha. Tak
nazywamy termy

Cn = Afz. f*(z).

Mozemy uwazac, ze termy te reprezentuja w rachunku A liczby naturalne.
Zauwazmy, ze

1) ¢, fx = f"(x), mozna przyjaé, ze ¢, f = oznacza warto$¢ n-krotnego
ztozenia funkcji f dla argumentu =z,

2) ¢, f = Az f*(x), tak wiec ¢, f odpowiada n-krotnemu ztozeniu funkcji f,

3) w koncu samo ¢, odpowiada operacji n-krotnego sktadania.
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7.2 Pierwsze wzory

Najpierw zauwazmy, ze Az (A\x M)z = Az M.
Jest oczywiste, ze

con fa = [T a) = f(f"(2) = fleafa).
Wobec tego,

Cni1 = MNfz.cpmr fo = M. flenfx) = (Nafzx. flafz))en.
Podobnie,

cm—i—nfaj = fm—i-n(x) - fn<fm($)) = fn(cmeZ) = Cnf<cmfx)>

i w konsekwencji

Cogn = AT Cpin f2 = Mo f(em fr) = (Aabfr.bf(afx))cmcn.

Odwotujac sie moze nieco do intuicji mamy tez

@) = (f")"(2) = eaf" e = calem [

Réwnosé skrajnych wyrazen w tym wzorze mozna tatwo dowie$é przez indukcje ze
wzgledu na n. Dla n = 0 jest ona oczywista, a ponadto

e @)y = ) = e f (e (en fa) =
= cn f((ea )"(@) = (en )" (@) = cnp1(em f) .

Stad otrzymujemy wzor ¢, = (Aabfz.b(a f)x) ¢y, cpn, a takze nieco krétszy wzor
(Aabf.b(af))emen = Afcn(em f) = M Az (cp f)(x) =
= MNax.c,(cm [z = Az [ () = Comn.

7.3 Funkcje A-reprezentowalne

Teraz bedziemy rozwazaé funkcje jednej lub wielu zmiennych naturalnych, cal-
kowite i przyjmujace wartoéci bedace liczbami naturalnymi. Niech f : N¥ — N
bedzie takg funkcjg.

Term F' € A reprezentuje w A-rachunku funkcje f, jezeli w A-rachunku mozna
wyprowadzi¢ wszystkie rownosci postaci

L Cf(ni,na,..,ng)-

Funkcja f jest reprezentowalna w A-rachunku, jezeli istnieje A-term, ktéry ja re-
prezentuje.

Pojecie funkcji reprezentowalnej moze zaleze¢ od sposobu reprezentowania w
A-rachunku liczb naturalnych. Powyzsza definicja, oczywiscie, dotyczy sytuacji,
gdy liczby naturalne reprezentujemy za pomoca numeratow Churcha. Bedziemy
przyjmowaé analogiczne definicje dla innych sposobow reprezentowania liczb na-
turalnych.

Z rachunkéw z rozdziatu 7.2 wynika, ze operacja nastepnika, dodawanie i mno-
zenie sg funkcjami reprezentowalnymi. W szczegdlnosci, term Aafx. f(a f x) repre-
zentuje nastepnik, dodawanie jest reprezentowane przez term Aabfz.b f (a f x), a
mnozenie — przez \abf.b(a f).

15



7.4 Prawda i falsz w A\-rachunku

Aby reprezentowa¢ w rachunku A prawde i falsz wystarczy mie¢ dwa termy, o
ktorych nie mozna dowies¢, ze sa rézne. Na razie trudno nam bedzie spetnié¢ ten
warunek.

Zwykle jednak prawde i falsz reprezentuje sie¢ odpowiednio za pomocg termow

true = A\ry.x oraz false = Azy.y.

Wtedy mamy
trueM N = M oraz falseM N = N.

Dla takiej definicji prawdy i falszu tatwo reprezentowaé spdjnik if then else .
Mozemy przyjac, ze

if then else = Aryz.zxy lub ewentualnie if then else = Azyz.xyz

zaleznie od tego, w jakiej kolejnosci spojnik otrzymuje swoje argumenty. W szcze-
gblnosci

if true then M else N = M oraz if false then M else N = N.

W logice klasycznej, majac spojnik if then else oraz prawde i fatsz, moz-
na zdefiniowaé¢ pozostate spojniki logiczne. Analogicznie spdjniki te reprezentuje-
my w A-rachunku. Tak wiec term Az.x false true reprezentuje negacje, a termy
Axy. xyfalse i Ary. z truey reprezentuja odpowiednio koniunkcje i alternatywe.

7.5 Pary uporzadkowane

Termy if then else , true i false sg w rachunku A wykorzystywane takze do for-
malizacji pojecia pary uporzadkowanej. Term if then else , zwlaszcza w postaci
Axryz. zxy, jest kombinatorem tworzacym pary uporzadkowane. Tak wigc wyraze-
nie

[M,N] = (Azyz.zay) MN = AzzM N

jest para uporzadkowang o pierwszej wspotrzednej M i drugiej — N, a raczej jest
pewnym termem utworzonym z terméw M i N, ktory w prosty sposdb pozwala
odtworzy¢ oba te termy. Mamy w szczegdlnosci

[M, N]true = M oraz [M,N]false = N.

7.6 Systemy liczbowe

System liczbowy to sposob reprezentowania w A-rachunku liczb naturalnych.

Definiujac liczby naturalne zwykle musimy wskazac liczbe 0 i dla dowolnej licz-
by jej nastepnik, czyli liczbe nastepna, o 1 wieksza. O operacji tworzenia nastepnika
zaktadamy, ze jest roznowarto$ciowa i nie przejmuje wartosci 0. Wymagania sta-
wiane reprezentacjom liczb naturalnych w A-rachunku sa wzorowane na tego typu
definicjach.

Systemem liczbowym (wg Barendregta: adekwatnym systemem liczbowym) na-
zywamy cigg A-terméw Dy, Dy, Ds, ... wraz w trzema termami Z, ST i P~ spel-
niajacymi dla wszystkich liczb naturalnych n nastepujace warunki:

Z Dy =true, Z D, =false, S* D, =D, oraz P~ D, = D,,.
Nie jest oczywiste, ze numeraly Churcha tworza system liczbowy. Przekonamy

sie o tym pozniej.
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7.7 Numeraly Barendregta

Barendregt zaproponowal inny sposob reprezentowania liczb naturalnych, rézny
od numeratéw Churcha. Numeraly Barendregta [n] sa definiowane przez rekursje
wzorami

07 = I = Mzx oraz "n+ 17 = [false, "n7].

Numeraly Barendregta razem z nizej zdefiniowanymi termami Z, ST i P~
tworzg system liczbowy. Wystarczy przyjac, ze

Z = Mxxztrue, ST = lrz.zfalsex = \z|[false, z] oraz P~ = M\rzfalse.

8 Funkcje pierwotnie rekurencyjne

8.1 Definicja

Klasa funkcji pierwotnie rekurencyjnych jest najmniejsza klasg naturalnych funkcji
catkowitych

1) zawierajaca funkcje Z, S i U} spelniajace dla wszystkich mozliwych natu-
ralnych argumentow réwnosci

Z(m)=0, S(m)=m+1 oraz Uj(mi,me,...,m,)=U(m)=my

2) i zamknieta ze wzgledu na ztozenie

h(m) = f(gi(m), ..., ge(11))

(jezeli funkcje f, g1,...,gr sa pierwotnie rekurencyjne, to takze funkcja h
jest pierwotnie rekurencyjna, tutaj m = (mq,...,m,)),

3) oraz definiowanie przez rekursje prosta
F(71,0) = g(m) oraz  f(i, k +1) = h(ifi, k, f(1, k)

(jezeli funkcje g 1 h sa pierwotnie rekurencyjne, to takze funkcja f jest pier-
wotnie rekurencyjna).

Definiowanie przez rekursje prosta obejmuje takze przypadek n = 0. W tym
przypadku definicja przyjmuje postac

f(0) =g oraz f(k+1) = h(k, f(k))

dla dowolnie ustalonej liczby g¢.

Niemal wszystkie uzywane na codzien funkcje naturalne sg pierwotnie rekuren-
cyjne. Wielu matematykow nie potrafi poda¢ przyktadu funkcji naturalnej, ktora
nie jest pierwotnie rekurencyjna, gdyz nie postuguja si¢ takimi funkcjami.
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8.2 Troche historii

Pierwsza osobg, ktora istotnie postuzyta sie funkcjami pierwotnie rekurencyjnymi,
byt Kurt Gédel. Uzyt ich w dowodzie twierdzenia o niezupelosci arytmetyki (z
1932 roku) i w tamtych czasach nazywal je rekurencyjnymi. Wezedniej byta znana
funkcja Ackermana i byto wiadomo, ze nie mozna jej zdefiniowaé przez rekursje
prosta.

Nie jest jasne, kiedy Kurt Godel zauwazyt zwiazek funkcji pierwotnie rekuren-
cyjnych z obliczalnoscig. Podczas wyktadu w Princeton wiosnag 1936 roku, juz na
poczatku przedstawienie definicji tych funkcji uzupetnit uwaga, ze mozna je ob-
licza¢ za pomoca mechanicznych procedur. Stwierdzil tez, ze wie, jak rozszerzy¢
zaprezentowang definicje, aby obejmowata wszystkie tak obliczane funkcje.

8.3 J\-definiowalnos¢ zlozenia

Twierdzenie 8.1 Klasa catkowitych funkcji lambda definiowalnych jest zamknieta
ze wzgledu na ztoZenie.

Dowdd. Moze zostaé przedstawiony na przyktadzie. Przypusémy, ze funkcja h jest
ztozeniem catkowitych funkcji f, g1 i go takim, ze
h(mv n) = f(gl (m7 n)v gQ(mv TL))
Niech F, Gy i G5 beda termami reprezentujgcymi (definiujacymi) odpowiednio
funkcje f, g1 1 g2. Wtedy term
Aab.F(G1ab)(Gaab)

definiuje funkcje h. Sprawdzenie warunku z definicji reprezentowalnosci nie nastre-
cza trudnodci. O

8.4 A-definiowalno$é¢ funkcji okreslanych przez iteracje

Najpierw zajmiemy sie szczegdlnym przypadkiem rekursji prostej zwanym iteracja,
i bedziemy postugiwac sie numeratami Churcha. Operacja ta dla danych funkcji g
i h pozwala zdefiniowa¢ funkcje f spetliajaca warunki

F(m,0) = g(m) oraz f(m,n+ 1) = him, (n)). 1)
Twierdzenie 8.2 Klasa catkowitych funkcji A-defintowalnych jest zamknieta ze
wzgledu na iteracje, a wiec, jezeli funkcje g i h sq \-definiowalne, to funkcja f
definiowana wzorami (1) tez jest A-definiowalna.

Dowdd. Jezeli termy G i H definiuja odpowiednio funkcje g i h, to term F' =
Ary.y(H x) (G x) definiuje funkcje f. Uzasadnienie tego faktu wymaga wczesniej-
szego wyprowadzenia wzoru ¢, (H ¢) (G ¢m) = Cpmm) WzOr ten otrzymujemy
tatwo przez indukcje ze wzgledu na n. Mamy bowiem

co(Hem) (Gem) = (M) (Hew) (Gem) =G em = Com) = Criom)

oraz
Cos1 (H ) (G ) = (H ¢)" NG ) = Hew((H )" (G en)) =
- Hcm (Cn (H Cm) (G cm)) = Hcm Cf(n,m) = Ch(m,f(n,m)) = Cf(n+1,m)-

Z wyprowadzonego wzoru teze otrzymujemy w nastepujacy sposob:

Fepen=Axy.y(Hx) (Gz))emen =cy (Hew) (Gey) = Cf(nym)- O
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8.5 A-definiowalnos$¢ rekursji prostej

Najpierw pokazemy, ze rekursja prosta sprowadza sie do iteracji. W tym celu moze-

my postuzy¢ si¢ parami liczb naturalnych lub kodowaniem par liczb naturalnych.

Przyjmijmy, ze (z,y) oznacza pare liczb naturalnych (lub liczbe kodujaca taka

pare), a (p)o 1 (p)1 oznaczaja odpowiednio pierwsza i druga wspéhrzedng pary p.
WezZmy funkcje f taka, ze

f(m,0) = g(m) oraz f(m,n+1) = h(m,n, f(m,n)) (2)

i zdefiniujmy funkcje pomocniczg ¢ (mozna mysle¢, ze t : N2 — N?)
t(m,p) = ((p)o + L, h(m, (p)o, (P)1))-
Jest oczywiste, ze
t(m, (z,y)) = (x + 1, h(m,z,y)) oraz t(m,(n, f(m,n))) = (n+1, f(m,n+1)).
Iterujac funkcje ¢ mozemy zdefiniowaé funkcje f’ taka, ze
f'(m,0) =(0,g(m)) oraz f'(m,n+1)=t(m,f'(m,n)).
Przez indukcje ze wzgledu na n mozna wykazac, ze
F(m,n) = {n, f(m,n)) i w konselowencji f(m,n) = (f/(m, n))s.

Wyzej przedstawiony sposéb definiowania funkcji f wykorzystamy do napisania
A-termu reprezentujacego f.

Twierdzenie 8.3 Klasa catkowitych funkcji A-defintowalnych jest zamknieta ze
wzgledu na definiowanie przez rekursje prostq.

Dowdéd. Najpierw musimy przypomnie¢ sobie odpowiedni aparat. W rozdziatach
7.4 1 7.5 przyjelismy, ze

[M,N] = Ax.xMN, true= \ry.x oraz false = \zy.y.

Oczywiscie, mamy wtedy [M, N|true = M oraz [M, N|false = N.
Pokazemy (znowu na przyktadzie) A-definiowalno$¢ funkcji f danej wzorami

(2)
f(m,0) = g(m) oraz f(m,n+1) = h(m,n, f(m,n))).

Przyjmijmy, ze G i H sa termami definiujacymi odpowiednio g i h.
Nawiasy kwadratowe oznaczajg rodzaj funkcji pary. Niech t oznacza funkcje
taka, ze
t(m,[z,y]) = [z + 1, h(m, x,y)].

W rachunku lambda taka funkcje reprezentuje term
T = Auvw. w (ST (vtrue)) (H u (vtrue) (v false)).
Pokazemy najpierw, ze T ¢y, [cn, ¢f] = [Cni1, Chimon, p)]- Mamy

T e [cn, cf] = Mw.w (ST ([en, cf] true)) (H ¢, ([cn, cf] true) ([e,, ¢f] false)) =
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= w.w (STe,) (H emency) = [ent1, H ¢ e cpy ] = [crn, Ch(mn,f))-
Stad przez indukcje otrzymujemy, ze
(T cm)"([co, Cg(m)D = [cn, Cf(m,n)]

Zauwazmy, ze n = 0 ré6wnosé ta jest oczywista. Ponadto mamy
(T )™ ([cos coom))) = T Cm [ns rtmm) = [t Chimm, pmn)] = [€nt1s Cnsrm)]-
Teraz zdefiniujmy term F' jako
F = Xxy. (y (Tx) [co, Gx]) false.
Dla tego termu z wyzej udowodnionego wzoru otrzymujemy
Fepen=cy (Tep)[co, Gep) false = (T ¢,)"([co, qmy)]) false = [cp, Cpmn)] false = crinn)-
Roéwnosé ta swiadezy o tym, ze term F' definiuje funkcje f. O

Whniosek 8.4 Funkcja poprzednik p: N — N taka, ze p(0) =0 oraz p(n+1) =n
jest definiowalna w rachunku lambda.

Dowdd. Jest to wniosek wazny z historycznego punktu widzenia. Znalezienie do-
wodu tego faktu sprawiato troche ktopotow.

Funkcje p mozna zdefiniowaé przez rekursje prosta (,pusta’, nie odwotujaca
sie do wartosci poprzedniej) przyjmujac, ze

p(0) =0 oraz p(n+1) = Uy (n,p(n)).

Wystarczy wiec powtorzy¢ wyzej przedstawiong konstrukcje w tym przypadku.
Powinnismy otrzymac term

P~ =Xz (xz(Ma(\zz (ST (atrue)) (atrue)) (A\zzcyc)) false. O
Whniosek 8.5 Numeraly Churcha mozna uzupetnicé do systemu liczbowego.

Dowéd. Aby numeraty Churcha tworzyty system liczbowy potrzebne sg trzy ter-
my Z, St i1 P~. Term P~ zostal zdefiniowany w poprzednim dowodzie. Term
ST moze byé réwny Aafz. f(a fx) (patrz rozdzial 7.2). Termem Z moze byé
Aaa (true false) true. O

8.6 Pierwsze twierdzenie o A-reprezentowalnosci

Twierdzenie 8.6 Wszystkie funkcje pierwotnie rekurencyjne sq reprezentowalne
w rachunku lambda.

Dowd6d. Wobec twierdzen 8.1 i 8.3, aby dowie$¢ twierdzenie wystarczy podadé
termy definiujace funkcje Z, S i U}’ (patrz rodzial 8.1). Sa nimi odpowiednio
termy Aatruecya, ST oraz Axq,...,T,.xr. Zauwazmy jeszcze, ze w ten sposob
dowiedliémy twierdzenie przy zalozeniu, ze liczby naturalne sa reprezentowane za
pomocg numeraléw Churcha. O
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9 Funkcje rekurencyjne

9.1 Operacja minimum

Operacja minimum przyporzadkowuje funkeji naturalnej g : N¥*! — N funkcje
f: N¥ — N oznaczang zwykle wzorem

f(m) = pn (g(m, n) = 0)

i przyjmujaca dla argumentu 7 = (my, ma, ..., my) wartos¢ bedaca najmniejsza
liczba n spehiajaca warunek g(mi,n) = 0.

Definicje tg bedziemy stosowaé dla réznych rodzajow funkeji g. W najbardziej
ogbélnym przypadku moze to by¢ dowolng naturalng funkcja czedciows. Wtedy
tez moga pojawié sie watpliwosci zwigzane z definicjg f. Mamy jednak naturalny
algorytm pozwalajacy na obliczanie wartosci f:

n:= 0;
while g(m,n) # 0 don :=n + 1;
return(n)

Moze on nie zakonczy¢ pracy z dwoch powoddéw: gdy dla pewnych danych nie
zakoncza sie obliczenia wartosci funkcji g, lub gdy wartosci g(mi,n) beda rézne
od 0 dla wszystkich n. Przyjmujemy, ze ten algorytm zawsze poprawnie oblicza
wartosci funkcji f. Jezeli dla pewnych danych 7 nie koficzy pracy, to wartos¢ f (i)
nie jest okreslona. W przeciwnym razie zwraca poprawna wartosé¢ f(m).

O operacji minimum méwimy, ze jest efektywna, jezeli stosujemy ja wylacznie
do caltkowitych funkcji g takich, ze

vm e N*3Ine N g(m,n) =0.

Bedziemy tez rozwazaé operacje minimum zawezong do catkowitych funkcji g.

9.2 Funkcje rekurencyjne

Klasa catkowitych funkcji rekurencyjnych to najmniejsza klasa funkcji zawierajaca
Z, S oraz U]’ i zamknieta ze wzgledu na zlozenie, rekursje prosta i efektywna
operacje minimum.

Klasa (czesciowych) funkcji rekurencyjnych jest najmniejsza klasa funkcji za-
wierajaca Z, S oraz U, i zamkniety ze na zlozenie, rekursje prosta i operacje
minimum.

Definicja klasy funkcji rekurencyjnych wymaga wyjasnienia, co to jest ztozenie
funkcji czesciowych i jak definiujemy przez rekursje prosta w przypadku takich
funkcji. Te pojecia mozna wyjasni¢ podobnie, jak operacje minimum, wskazujac
naturalne algorytmy i zadajac zgodnosci definicji i obliczen za pomocg odpowied-
niego algorytmu.

Klase funkcji rekurencyjnych mozna definiowa¢ na wiele sposobéw. Na przy-
ktad, mozna w definicji tej klasy nie wspomina¢ o rekursji prostej. Rekursja prosta
jest potrzebna do zdefiniowania trzech funkcji: dodawania, mnozenia i funkcji cha-
rakterystycznej relacji nieréwnosci. Majac te trzy funkcje, mozemy za pomocs liczb
naturalnych kodowa¢ ciagi liczb naturalnych. To z kolei pozwala rekursje prosta
zastapi¢ operacja minimum.

Mozna tez ograniczaé role operacji minimum. Mozemy stosowaé ja wytacznie
do funkcji catkowitych. Bardzo silny rezultat tego typu wyraza
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Twierdzenie 9.1 (o postaci normalnej Kleene’ego) Jezeli f jest czeSciowg
funkcjq rekurencyjng, to istniejq dwie pierwotnie rekurencyjne (a wiec catkowite)
funkcje g i h takie, Ze

f(m) = h(pn(g(m,n) = 0)).

9.3 Jeszcze raz kilka uwag historycznych

Historia rachunku A wigze sie z poszukiwaniem negatywnego rozwigzania proble-
mu znanego jako Entscheidungsproblem, sformutowanego przez Dawida Hilberta.
Takie rozwigzanie wymaga precyzyjnego zdefiniowania pojecia algorytmu lub opi-
sania wszystkich funkcji, ktére moga by¢ obliczane za pomoca jakkolwiek rozu-
mianych algorytméow.

Wszystkie funkcje, ktore mogg by¢ obliczane w sposéb zalgorytmizowany, be-
dziemy nazywaé obliczalnymi. Pojecie to bedziemy rozumie¢ szeroko, powinno
obejmowaé funkcje obliczane za pomocg mechanicznych procedur, komputeréw i
podobnych urzadzen, nawet takich, ktore dopiero zostang zaprojektowane, maszyn
Turinga, formalnych rachunkéw mozliwych do przeprowadzenia na karte papieru i
innych, podobnych sposobéw.

Z teoretycznegu punktu widzenia, badajac funkcje obliczalne mozemy ograni-
czy¢ sie (i zwykle to robimy) do funkeji naturalnych, okreslonych na zbiorze liczb
naturalnych i przyjmujacych warto$ci bedace liczbami naturalnymi. Argumentem
moze by¢ to, ze dane dla komputeréw i wyniki ich pracy sg zapisywane jako ciagi
zer i jedynek, czyli przedstawienia dwojkowe liczb naturalnych, a same obliczenia
komputerowe polegaja na manipulacjach takimi ciggami.

Definicje rekurencyjne sa rozumiane na dwa sposoby. Starszy jest bardziej istot-
ny, wydaje si¢ bardziej powszechny, zwtaszcza na poczatku XX wieku. Polega na
traktowania definicji jako dodatkowego zbioru aksjomatéw. Aksjomaty sa réwno-
Sciami i pozwaja wyprowadza¢ inne rownosci (réwnosé f(m,0) = g(m) oznacza
réwniez, ze wyliczenie f(m,0) wymaga wyliczenia g(m) i obie te wartosci sa réw-
ne). Takie podejscie odsuwa na dalszy plan kwestie niesprzecznosci aksjomatéw.
Zauwazmy, ze podobnie, podajac odpowiednig réownos¢, definiujemy ztozenie funk-
cji. Tak mogt mysle¢ Kurt Godel podcezas swojego wyktadu w Princenton.

Kurt Godel obiecal, ze rozszerzy definicje klasy funkeji (pierwotnie) rekuren-
cyjnych tak, aby obejmowata wszystkie funkcje obliczalne. Wywigzal sie z obiet-
nicy podczas jednego z ostatnich wyktadoéw i zaproponowalt, aby rekurencyjnymi
nazywaé wszystkie funkcje definiowane réwnosciami, a wiec definiowane bardziej
skomplikowanymi schematami rekursji (np. definiujacym funkcje Ackermanna) i
wszelkimi innymi sensownymi uktadami. Dzisiaj tak definiujemy funkcje nazywa-
ne rekurencyjnymi wedtug Herbranda i Godla (Herbrand mial sugerowaé takie
rozszerzenie w liscie do Godla, a list miat zagina¢ podczas II wojny Swiatowe;j.
List zachowal sie jednak i nie zawiera takich sugestii). Przytoczona wyzej definicja
funkeji rekurencyjnych, pomijajac szczegoty, jest opracowana przez Stephena Kle-
ene’ego. Zostata wykorzystana w argumentacji uzasadniajacej teze Churcha. Obie
definicje, wedtug Herbranda i Godla oraz Kleene’ego, sa rownowazne.

Zauwazmy jeszcze, ze funkcja f(m) = pun(g(m,n) = 0) mozna zdefiniowaé
nastepujacym uktadem réownosci, uzupetionym o réwnosciowa definicje funkcji g:

f(m) = h(m,0), h(m,n) = k(m,n,g(m,n)),

k(m,n,0) =n, k(m,n,k+1)=h(m,n+1).
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9.4 Operacja minimum i A\-definiowalnosé
Przypuéémy, ze g : N> — N jest calkowita funkcja spetniajaca warunek efektyw-
nosci (Vm € N 3n € N g(m,n) = 0) i niech f(m) = un (g(m,n) = 0). Zatézmy
tez, ze term G reprezentuje w A-rachunku funkcje g.
Obliczanie wartosci f(m) wymaga wykonania algorytmu nastepujacej postaci;
1) przypisz 0 zmiennej n,

2) dla danej wartosci n sprawdz, czy g(m,n) =0 i

jezeli tak jest, to zakoncz obliczenia i zwrdé wartosé n,

w przeciwnym razie zwicksz wartos¢ n o 1
3) powtérz czynnosci z poprzedniego punktu.

W A-rachunku aplikacja M N odpowiada jakby wykonaniu procedury M z pa-
rametrem N. Term opisujacy powyzszy algorytm na pewno powinien otrzymac
w charakterze parametru term reprezentujacy warto$¢ argumentu m, a by¢ moze
rowniez term reprezentujacy aktualng wartosé¢ zmiennej n. Pewna trudnoscia jest
wyrazenie w A-rachunku ostatniego punktu naszego algorytmu, gdyz prowadzenie
obliczen modyfikuje, moze nawet niszczy term okreslajacy te obliczenia. Rozwigza-
niem moze si¢ okazac przekazanie termowi jego samego jako jednego z parametrow
i wykorzystanie tego termu do zdefiniowania dalszych obliczen. Wobec tego term
wyrazajacy takie obliczenia powinien mie¢ posta¢ W W ¢, ¢y, a term reprezentu-
jacy funkcje f to chyba

F = aWWac.

Pozostaje wigc zdefiniowaé term W. Term W powinien jako$ wyrazaé¢ podany
algorytm, a wiec powinien mie¢ postac

W = \wzy.if Z (Gzy) then y else wwz (ST y) = Awzy. Z (Gry)y (wwz (STy)),

gdzie Z to term z definicji systemu liczbowego sprawdzajacy, czy dane przedsta-
wienie liczby jest przedstawieniem zera.

Twierdzenie 9.2 Niech g : N> — N bedzie catkowitq funkcjq definiowang w \-
rachunku i spelniajgcqg warunek efektywnosci (Ym € Nan € N g(m,n) = 0).
Wtedy funkcja f : N — N taka, Ze f(m) = un(g(m,n) = 0) jest A\-definiowalna,
a doktadniej, jest ona defintowana wyzej podanym termem F.

Dowdéd. Wystarczy sprawdzi¢ nasze intuicje. Mamy
WWenen = Z(Gemen)en(WWen (Ste,)) = ZCgimmy cn W W ey Cpg1) =

S jezeli g(m,n) =0,
| WWe, ey W przeciwnym razie.

Z udowodnionego wzoru wynika, ze jezeli g(m, k) # 0 dla wszystkich k < n, to
Fe, = WWe,c,.

Jezeli wiec teraz za m wezmiemy najmniejsza liczbe taka, ze g(m,n) = 0, czyli
n = f(m), to mamy

Fecn = WWepcn = ¢ = Cppmy- O
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9.5 Drugie twierdzenie o reprezentowalnosci

Twierdzenie 9.3 Wszystkie calkowite funkcje rekurencyjne sq reprezentowalne
(definiowalne) w rachunku lambda.

Dowéd. Jest niemal identyczny, jak dowdd twierdzenia 8.6. Dodatkowo musimy
skorzysta¢ z twierdzenia 9.2, a wtasciwie z jego uogdélnienia. O

Prawdziwe jest takze twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 9.4 Kazda (calkowita) funkcja naturalna, reprezentowalna w ra-
chunku lambda jest rekurencyjna. O

Twierdzenia tego nie dowiedziemy w tej chwili z dwoch powodéw. Po pierwsze
dlatego, ze nie zachodzi, jezeli rachunek A jest sprzeczny. Musimy wigc najpierw
zbada¢ niesprzecznos¢ A-rachunku. Takze dlatego, ze dowod jest zmudny, wymaga
rozbudowanej teorii funkcji rekurencyjnych i niewiele wnosi do rachunku .

Réwnowaznosé rekurencyjnosci i definiowalnosci w A-rachunku zostata wyko-
rzystana do uzasadnienia tezy Churcha. Dzisiaj nam mowi, ze w rachunku A mozna
oblicza¢ wszystkie funkcje rekurencyjne i tylko takie, czyli doktadnie te funkcje na-
turalne, ktéore mozna oblicza¢ w dowolnym jezyku programowania.

9.6 Teza Churcha

David Hilbert przyjmowat, ze Entscheidungsproblem zostanie rozwiazany, gdy be-
dzie znana procedura, za pomoca ktorej bedzie mozna decydowac¢ w skonczonej
liczbie operacji, czy dane wyrazenie logiczne jest ogolnie prawdziwe, badz czy jest
spetnialne. Negatywne rozwiazanie tego problemu wymaga precyzyjnego ustalenia,
jakie zadania mogg by¢ rozwigzywane za pomoca takich procedur i matematyczne-
go sformalizowania pojecia problemu obliczalnego w sensie intuicyjnym. Zamiast
probleméw mozna tez sformalizowaé¢ funkcje obliczalne.

Alonzo Churchowi wydawato sig¢, ze do sformalizowania pojecia funkcji obli-
czalnej mozna wykorzysta¢ rachunek lambda. Musial jednak znalezé przekony-
wujacg argumentacje $wiadczaca o stusznosci swoich intuicji. Takg argumentacje
podpowiedzial mu Kurt Godel, ktory uwazal, ze obliczalnymi moga by¢ funkcje
naturalne definiowane rekurencyjnie na wszelkie mozliwe sposoby, a moze nawet
funkcje definiowane wszelkimi uktadami rownan. Propozycja Kurta Godla zostata
przeanalizowana w zespole Alonzo Churcha (gléwnie przez Stephena Klenee’ego),
doprowadzita stworzenia do wspotczednie uzywanej definicji funkceji rekurencyjnych
i udowodnienia twierdzenia o réwnowaznosci rekurencyjnosci i A-definiowalnosci.

W kwietniu 1935 roku Alonzo Church na posiedzeniu American Mathematical
Society zaproponowal uznanie klasy catkowitych funkcji rekurencyjnych za dobra
formalizacje pojecia catkowitej funkcji obliczalnej. Stwierdzenie to zyskato miano
tezy Churcha. Gtéwnym argumentem przemawiajacym za ta teza byto wspomniane
twierdzenie o rownowaznosci rekurencyjnosci i A-definiowalnoéci. Church uwazat,
ze zapewne nie jest przypadkiem, ze dwie niezalezne préby formalizacji obliczal-
nosci doprowadzily do tego samego rezultatu. Mniej wiecej w tym samym czasie
zostata ogloszona analogiczna teza Turinga utozsamiajaca pojecie obliczalnosci z
obliczalnoscig na maszynach Turinga. Nieco pozniej Alan Turing udowodnil tez
rownowaznosé obliczalnosci na maszynach Turinga i rekurencyjnosci.
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Majac juz stosowny aparat pojeciowy Alonzo Church dowiédt twierdzenie o
nierozstrzygalnosci arytmetyki i twierdzenie o nierozstrzygalnosci rachunku kwan-
tyfikatoréw, i tym samym rozwigzal negatywnie Entscheidungsproblem.

Do dnia dzisiejszego teza Churcha nie zostata podwazona.

Informatycy o obliczalnosci méwia na cztery, rownowazne sposoby: rozwaza-
ja zbiory rozstrzygalne i semi-rozstrzygalne, oraz catkowite i czesciowe funkcje
obliczalne. Ponizsza tabela podaje wynikajaca z tezy Churcha zaleznosé miedzy
obliczalno$cia i rekurencyjnoscia (przy zatozeniu, ze obliczalno$é ograniczamy do
zbioréw liczb naturalnych i do funkeji naturalnych).

catkowite funkcje obliczalne catkowite funkcje rekurencyjne

czesciowe funkcje obliczalne (obli- czesciowe funkcje rekurencyjne
czane za pomoca algorytmu, kto-
ry moze sie zapetli¢)

zbiory rozstrzygalne zbiory rekurencyjne (maja catko-
wita i rekurencyjng funkcje cha-
rakterystyczna)

zbiory semirozstrzygalne zbiory rekurencyjnie przeliczal-

ne (rzuty zbior6w rekurencyjnych
lub zbiory wartosci catkowitych
funkgji rekurencyjnych)

10 Punkty stale

10.1 Podstawowe definicje

Zacznijmy od definicji. Term F' nazywamy punktem stalym termu (aplikacji, kom-
binatora) M, jezeli F' = MF'.

Term C nazywamy kombinatorem punktu statego, jezeli dla wszystkich termow
M mamy CM = M(CM).

10.2 Po co sa punkty state?

Definiowalno$¢ w A-rachunku funkeji okreslanych przez rekursje zostata juz wyka-

zana, ale dowoéd wymagal reprazentowania liczb naturalnych za pomocg numera-

tow Churcha. Sprobujemy przeprowadzié¢ go jakos inaczej, bez numeratéw Churcha.
Przyjmijmy, ze

f(im,0) =g(m) oraz f(m,n+ 1) = h(m,n, f(m,n)) (3)

dla wszystkich m,n € N, a takze, ze w definicji f zostaly uzyte funkcje g i h
reprezentowane w A-rachunku odpowiednio za pomoca terméow G i H. Umoéwmy
sie tez, ze liczbe naturalng n reprezentujemy za pomoca termu c,,, ale niekoniecznie
jest to numerat Churcha.

Definicje funkcji f mozna uznaé tez za warunkowsq i zapisaé¢ jako$ tak:

f(m,n) = if n =0 then g(m) else h(m,n — 1, f(m,n —1)).
Taka rownos¢ daje sie wyrazi¢ w A-rachunku w postaci

Fepen, =if Ze, then Ge, else Hep (P cp)(Fem(Pcn)) = Zen(Gen) (Hem (P cn)(Fem(Pcy))).
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Bardzo tatwo przekonac sie, ze jezeli term F' spetnia powyzsze rownosci dla wszyst-
kich m,n € N, to reprezentuje w A-rachunku funkcje f.
Jezeli teraz przyjmiemy, ze

M = Zy(Gz)(Hz(P~y)(fz(P"y))),
to powyzsza réwnos$é zapiszemy réwniez w postaci (z,y & FV M)
Fepe, = M[f = F))[z = cplly == ¢

Wystarczy, aby zachodzita dla wszystkich m i n, ale by¢ moze mogtaby zachodzié¢
takze dla innych terméw, takze dla zmiennych x i y. Wtedy

Fzy = M|[f := F].
Gdyby jeszcze term F' okazal sie abstrakcja Axy. ..., to mieliby$my
F =Xey. Foy = \ey. M[f .= F| = (Afzy.M)F.

Tak wiec majac punkt staly termu A fxy.M (spemiajacy jeszcze kilka drobnych
warunkéw) moglibyémy w A-rachunku reprezentowaé funkcje f.

10.3 Pierwsza préba konstrukcji punktu statego

Funkcje definiowane przez rekursje mozna programowaé uzywajac petli while i po-
dobnych. Sprébujemy wiec przeprowadzi¢ (raz jeszcze) rozumowanie wykorzystane
do wyrazenia operacji minimum.

Nasz cel w rachunku lambda mozna sobie wyobrazi¢ jako stworzenie termu
MMM ...(ME)...)), gdzie E odpowiada jakim$ czynnosciom konczacym bu-
dowanie termu lub wykonywanych na poczatku podczas obliczania wartosci termu.
Przypuéémy, ze chcemy w tym celu nasladowa¢ wykonanie instrukcji while C' do
M (dopdki spelniony jest warunek C' wykonuj instrukcje M). Wykonanie instruk-
cji while polega na sprawdzeniu, czy jest spelniony warunek C' i w zaleznosci od
wyniku testu, albo zakoniczenie wykonywania (ewentualnie wykonujemy jakies £,
albo tez ponowne wykonanie instrukcji while C' do M. Przyjmujac, ze term W
odpowiada instrukcji while, powinien on spetnia¢ rownos¢

WCM = if C then M(WCM) else E) = C(M(WCM))E.

Term W nie moze by¢ czedcia termu W, jednak obliczanie termu W wymaga na ogét
ponownego wyliczania W. Aby umozliwi¢ to ponowne wyliczanie, term W mozemy
dodatkowo przekazaé jako jeden z parametrow i wykorzysta¢ do okreslenia sposobu
kontynuacji obliczen. Tak wiec powyzsza réwnos¢ powinna mie¢ raczej postac

WWCM = if C then M(WWCM) else E) = C(M(WWCM))E, (4)
a term W powinien by¢ definiowany wyrazeniem
Wwem = ¢(m(wwem)) E.

Abstrakcja tatwo pozwala zdefiniowaé taki term w A-rachunku. Przyjmijmy wiec,
ze
W = dwem.c(m(wwem)) E.

Zauwazmy, ze taki term W spelia réwnosé (4), a term WW jest pewnego rodzaju
punktem statym.
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10.4 O rekursji prostej raz jeszcze

Sprobujemy teraz wykorzystaé¢ luzne rozwazania z poprzedniego rozdziatu 10.3
do zdefiniowania termu reprezentujacego funkcje f dana wzorami (3), okre$lona
przez rekursje prosta. Najpierw w tych rozwazaniach wprowadzimy pewne zmia-
ny. Po pierwsze, zamiast C' w definicji W uzyjemy negacji C' (wystarczy zamiast
C(M(WCM))E napisa¢ CE(M(WCM)), negacje C' tatwiej potrafimy wyrazic).
Po drugie, poniewaz C'i M sg konkretnymi termami, wpiszemy je do termu W i
zamiast WCM bedziemy pisa¢ W. W koncu dodamy dwa parametry x i y odpo-
wiadajace argumentom funkcji f. W wyniku tych zmian, przyjmujac C' = Zy (Z
to test 0), E = Gz i M = Hx(P~y) (P~ reprezentuje poprzednik), otrzymujemy
term
W =X wzy. Zy(Gx)(Hz (P y) (wwzx (P y)).
Majac term W wystarczy pokazac

Twierdzenie 10.1 Dla wszystkich liczb naturalnych m i n zachodzi wzér
WWenen = Crimp,

gdzie funkcja f jest definiowana wzorem (8). Oznacza to, ze term WW. reprezentuje
w A-rachunku funkcje f.

Dowéd. Réwnosé z tezy dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 0
mamy

WWepeo = Zeo(Gem)(Hem (P o) WWen (P o)) = Gep = Cim) = Cfim,0)-
Drugi krok indukcyjny wynika z réwnosci
WWCan—H = HCan(WWCan) = Hcmcncf(m,n) = Ch(mm,f(mm)) = Cf(m,n+1)- 0

Nietrudno zauwazy¢, ze rozumowanie z powyzszego dowodu mozna przeprowa-
dzi¢ dla dowolnego systemu liczbowego. Wynika stad, ze takze twierdzenia 8.6 i
9.3 zachodza dla wszystkich systemow liczbowych.

10.5 Twierdzenie o punkcie stalym

Punkt staly F' termu M, czyli FF = MF = M(M(M ...)) chyba mozemy wy-
obrazac sobie jako efekt wykonania instrukcji while true do M. Przegladajac raz
jeszcze rozwazania z rozdziatu 10.3 dostosujmy do niej definicje termu W. Waru-
nek C' powinnismy zastapi¢ przez true, a wtasciwie mozemy usuna¢ C razem z F.
W ten sposéb otrzymujemy term

W = dwm.m (wwm).
Zauwazmy, ze spetnia on rownosci
WWM = Awm.m(wwm))WM = MWWDM).
W ten sposéb dowiedlismy

Twierdzenie 10.2 (o punkcie statym) Dia kazdego A\-termu M istnieje term
F taki, ze ' = MF. Co wiecej, istnieje tez kombinator punktu statego, a wiec taki
term, ktory zaaplikowany do termu M daje punkt staty M.
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Dowdéd. Z udowodnionych wyzej réwnosci wynika, ze term WW jest kombinato-
rem punktu statego. O

Kombinator punktu statego W jest nazywany kombinatorem Turinga i ozna-
czamy symbolem © . Mamy wigc

O = (Awm.m(wwm))(Awm.m (wwm)).

Term W mozemy jeszcze bardziej uproscic, jezeli bedziemy konstruowaé¢ punkt
staly wyltacznie termu M. W takiej sytuacja, zamiast uwaza¢ M za jeden z argu-
mentéw W mozemy M uznac za czes¢ W. Prowadzi to do nastepujacej definicji:

W' = dwM(ww).
Mamy oczywiscie
WW' = QwMww)W = MW'W').

Oznacza to, ze term W/'W' jest punktem stalym M. Mozemy tez przeksztatcié go
w kombinator punktu statego biorac

Y = dm(Awm(ww))(Awm(ww)).

Wtedy Y M jest oczywiscie punktem statym M. Term Y nazywamy kombinatorem
paradoksalnym Curry’ego.

10.6 Inne mySlenie o punktach statych

Jednym z najwazniejszych osiagnieé tworcy teorii mnogosci Georga Cantora jest
twierdzenie o zbiorze potegowym, ktére (w podstawowej postaci) moéwi, ze nie ist-
nieje funkcja f: N — P(N), ktérej wartosciami sg wszystkie mozliwe zbiory liczb
liczb naturalnych. Dowdd tego twierdzenia wymaga metody przekatniowej. Majac
funkcje f : N — P(N) tworzymy nieskonczona tablice, ktorej wiersze i kolumny
sg indeksowane liczbami naturalnymi. W n-tym wierszu tej tablicy umieszczamy
informacje, czy kolejne liczby naturalne naleza do zbioru f(n), a wiec, czy

0€ f(n), 1€ f(n), 2€ f(n) ...

Wobec tego, na przekatnej tej tablicy znajduja si¢ informacje, czy
0€ f(0), 1€ f(1), 2€ f(2), ...

Zanegujmy te informacje i wezmy zbior A = {n € N : n & f(n)}. Zbior ten nie
jest wartoscia funkcji f, zbiory f(n) i A réznia sie liczba n, n do jednego z tych
zbioréw nalezy, a do drugiego — nie.

Bertrand Russel uogoélnit rozumowanie Cantora i otrzymatl antynomie¢ Russela.
Wydaje sieg, ze zamiast nieskonczonej tablicy indeksowanej liczbami naturalnymi
rozwazal olbrzymia tablice indeksowang wszystkimi mozliwymi zbiorami. Analo-
gicznie zdefiniowal 7zbior” A = {z : x & =z}, ktéry jest rézny od wszystkich
istniejacych zbiorow. Spowodowalo to doprecyzowanie aksjomatéw teorii mnogo-
Sci i dzisiaj definicje postaci {x : ¢(z)} stosujemy tylko dla kilku konkretnych
formul ¢(x) (np. poprawng definicja jest {x : = = R}, gdzie R to zbidr liczb rze-
czywistych), oraz dla formul spelniajacych dodatkowe warunki (np. formut postaci
takich, jak w definicji {z € X : p(z)} ={z: z € X Ap(x)}).
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W podobny sposob, majac ciag fo, f1, fo,... funkcji f; : N — N mozemy
zdefiniowaé¢ funkcje naturalng g, ktéra w tym ciggu nie wystepuje. Wystarczy
zagwarantowaé jakos, ze liczby g(n) i f,(n) sa rézne, na przyktad mozemy przyjac,
ze g(n) = fu(n) + 1 dla wszystkich n € N.

Analogiczne rozumowanie sproébujemy przeprowadzi¢ w algebrach kombinato-
ryjnych. Wezmy wyrazenie z(zz): chcemy xx zamieni¢ na co$ innego, wiec do zz
aplikujemy odpowiednig funkcje z. W algebrze kombinatoryjnej dla dowolnego wy-
razenia (ze zmienna z), w szczegélnosci dla z(xx), mozemy znalezz taki element g,
ze gr = z(xx) dla wszystkich x. Jezeli teraz przyjmiemy, ze x = g, to otrzymamy
rOWnosé

99 = #(99).
Tak wiec gg okazalo si¢ punktem stalym z, a gdyby istniato z takie, ze zx # x dla
wszystkich x, to uzyskalibySmy sprzecznos¢. W ten sposob dowiedlismy twierdzenie
o punkcie statym dla algebr kombinatoryjnych. Analogiczne rozumowanie mozna
przeprowadzi¢ w A-rachunku.

W rachunku lambda role funkcji g wyznaczonej przez term M przejmuje abs-
trakcja Az M (z x). Redukujac (Ax M (z x))(Ax M (z x)) tatwo sprawdzié, ze jest to
punkt staty M. Term bedacy punktem stalym M podpowiada tez metode kon-
strukcji punktu statego: aby skonstruowa¢ punkt staty M nalezy do M zaapliko-
waé term Az (\x z(z x)) (Az z(x ), ktéry — jak widaé — jest znanym kombinatorem
paradoksalnym Curry’ego Y.

11 (-redukcja i drugie podejscie do A\-rachunku

Jezeli Ad-rachunek uwazamy za teori¢ réwnosciowa, to raczej nie zastanawiamy sie,
jak dowies¢ konkretng réwnosé. Udowodnimy ja, jezeli wykazemy sie dostateczna
pomystowoscia. Teraz zaczniemy zajmowac sie analiza metod dowodzenia réwnosci.

11.1 (-redukcja w jednym kroku

W A-rachunku, jezeli mamy redeks, czyli term postaci (Az M)N, to mozemy go
przeksztalcié w redukt, czyli w term postaci M [z := N|. To przeksztatcenie nazy-
wamy [-redukcja i zapisujemy w formie relacji

(Ax M)N —5 Mz := NJ.

Symbol —3 ma jednak nieco szersze znaczenie i oznacza co$ wigcej, a mianowicie
rozszerzenie powyzszej relacji do zgodniej z dziataniami. W ogdlnosci mamy wiec
Cl(Ax M)N] —5 C[M[x := NJ]
dla dowolnego kontekstu C' i dowolnego redeksu (Ax M)N (termy oczywiscie ro-
zumiemy jako klasy abstrakeji relacji a-konwersji). Tak zdefiniowana relacje —g

nazywamy (-redukcja w jednym kroku.

[-redukucje w jednym kroku mozemy tez zdefiniowaé jako najmniejsza relacje
— 3 spetniajacg dla dowolnych terméw K, M i N naste¢pujace warunki:

1) Az M)N —5 Mz := NJ,
2) jezeli M —3 N, to KM —3 KN oraz MK —3 NK,
3) jezeli M —3 N, to Az M —g Az N.
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11.2 (-redukcja

Jak juz wiadomo, (-redukcja nazywamy zwrotne i przechodnie domkniecie (-
redukeji w jednym kroku. [B-redukcje oznaczamy symbolem —»3. Jest wiec to
najmniejsza relacja spetniajaca dla wszystkich A-terméw K, M i N nastepuja-
ce warunki:

1) M—»gM,
2) jezeli M —3 N, to M —3 N,
3) jezeli K —3 M i M —5 N, to K —3 N.

11.3 Lemat o podstawianiu

Dla relacji zgodnych z dziataniami zachodzi nastepujacy:

Lemat 11.1 Jezeli — jest zgodna z dziataniami, to warunek Ny — No implikuje,
ze M[x := Ni] — Mz := Ny]. O

Relacja R C A? jest zgodna z podstawianiem, jezeli dla dowolnych terméw M,
M, i N warunek M; R M, implikuje, ze M, [z := N| R Ms[z := NJ.

Lemat 11.2 Jezeli relacja — jest zgodna z dziataniami i z podstawianiem, to wa-
runki My — My i@ Ny — Ny implikujq, ze M|z := Ny| — Mz := Ny|. O

Lemat 11.3 Jezeli relacja jest zgodna z podstawianiem, to jej rozszerzenie do re-
lacji zgodnej z dziataniami tez jest zgodne z podstawianiem. Jezeli redukcja w jed-
nym kroku — jest zgodna z podstawianiem, to zgodne z podstawianiem sg reducja
(w wielu krokach) — i odpowiadajgca jej konwersja. O

Nietrudno zauwazyc¢, ze
((Ay P)Q)[x := N] = (Ay Plz := N])(Q[z := N]) —
—g Plz:= N[y := Q[z := N]] = Ply := Ql][z := N]
na mocy lematu 3.4. Stad
Lemat 11.4 (o podstawianiu dla §-redukcji) Zachodzi implikacja
M, —5 My oraz Ny —5 Ny = M|z := Ny| =3 Mz := Ny,
a takze

M, =3 My orax Ny = Ny = Mz := Ni] =5 My[x:=Ny]. O

11.4 [-konwersja i A-rachunek

[B-konwersja jest przechodnim i symetrycznym domknieciem [(-redukcji, a wiec jest
najmniejszg relacja =g spelniajaca

1) jezeli M —3 N, to M =5 N,

2) jezeli M =5 N, to N =3 M,

3) jezeli K = M oraz M =g N, to K —g N.
Gloéwna wlasnos$¢ [-konwersji wyraza

Lemat 11.5 Dla dowolnych dwdéch A\-termow M © N warunki A = M = N oraz
M =3 N sq réwnowazne. O
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12 Twierdzenie Churcha-Rossera

12.1 Wtlasnosé Churcha-Rossera

Symbol — bedzie teraz oznaczaé dowolng relacje, cho¢ w zastosowanich zwykle
bedzie jakas redukcja, a podstawowe rezultaty beda dotyczy¢ B-redukcji i ewentu-
alnie (-redukcji w jednym kroku.

Relacja — ma wtasno$¢ Churcha -Rossera (wlasnosé¢ CR, wlasno$¢ rombu lub
wlasnosé ¢), jezeli dla dowolnych elementéow M, M; i Ms z jej dziedziny (zwykle
A-terméw) takich, ze M — M; i M — M, istnieje N taki, ze M; — N oraz
My — N. Definicje te przedstawia sie zwykle w formie nastepujacego diagramu:

e N T

My lub czasem jako J

BN e i

Na powyzszych diagramach obowigzuje zasada, ze pogrubione strzatki oznaczaja
relacje, o ktorych wiemy, ze zachodza, zwykle — takie, ktorych istnienie stwierdza-
my.

Relacja B-redukcji —4 nie ma wlasnosci Churcha-Rossera. Swiadezy o tym
przyktad (Ax zx)((Az xz)M).

N

Lemat 12.1 Jezeli — ma wltasnosé Churcha-Rossera i — oznacza zwrotne i prze-
chodnie domkniecie —, to dla wszystkich M, My © My takich, ze M — M i
M — M, istnieje N takie, ze My — N i My — N.

Dowdd. Na diagramie teze lematu mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

M ——» M,

|

M, N

Aby dowies¢ lemat wezmy relacje
R={(M,M"): VMy (M — M; = 3N M; - NAM" — N)}.
Jest oczywiste, ze
1) jezeli M — M’ to M R M' (na mocy zatozenia),
2) M RM (w dowodzie wystarczy za N wzia¢ M),

3) jezeli M RM' i M'RM", to takze M R M" (ma naturalne uzasadnienie).
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Z tych trzech zasygnalizowanych stwierdzen wynika, ze relacja R ma wlasnosci
wymagane od relacji —. Stad otrzymujemy, ze relacja —, jako najmniejsza ta-
ka relacja, jest zawarta w relacji R, czyli otrzymujemy, ze warunek M — M,
implikuje, ze M R M. To ostatnie stwierdzenie jest teza naszego lematu. O

Lemat 12.2 Jezeli — oznacza zwrotne i przechodnie domkniecie — i dla wszyst-
kich M, My i My takich, ze M — My + M — My istnieje N takie, ze My — N
i My — N (np. gdy jest spetniona teza lematu 12.1), to relacja — ma wiasnosé
Churcha-Rossera.

Dowdd. Analogiczny do poprzedniego. O

Przekonamy si¢ nieco pozniej, ze z udowodnione teraz lematy mimo wszystko
mozna wykorzysta¢ w dowodzie twierdzenia Churcha-Rossera.

12.2 Twierdzenie Churcha-Rossera
Twierdzenie Churcha-Rossera ma dwie rownowazne postaci. Pozornie stabsze jest

Twierdzenie 12.3 (Churcha-Rossera) Relacja (-redukcji — 5 ma wlasno$é Churcha-
Rossera.

Twierdzenie to dowiedziemy pdzniej (patrz rozdziaty 12.5 i 13.4). Jego nieco
mocniejsza wersja jest

Twierdzenie 12.4 (Churcha-Rossera) Jezeli My =5 Ms, to dla pewnego ter-
mu N mamy M, —»g N 1 My —»5 N.

Dowdd. Indukeyjny, korzystajacy z poprzedniego twierdzenia. Relacja 3-konwersji
=g jest najmniejsza symetryczna i przechodnig relacja zawierajaca [-redukcje.
WezZmy relacje

R:{(Ml,MQ) ElNMl —»5N/\M2 3 N}

Jest oczywiste, ze relacja R jest symetryczna i zawiera S-redukcje. Z poprzedniego
twierdzenia mozna wyprowadzi¢, ze jest to relacja przechodnia. Stad wynika, ze
R zawiera najmniejsza relacje o tych trzech wtasnosciach, czyli G-konwersje, a to
zawieranie jest rGwnowazne tezie naszego twierdzenia. O

12.3 Posta¢ normalna termu

Posta¢ normalng termu definiujemy dla ustalonej relacji redukcji. Najczesciej be-
dzie to zwykta (-redukcja, ale bedziemy rozwazaé¢ postacie normalne takze dla
innych redukcji. Zatézmy, ze mamy redukcje w jednym kroku —, rozszerzyliSmy
ja do redukeji w wielu krokach — i do relacji konwersji =.

Term M jest w postaci normalnej, jezeli nie istnieje term N taki, ze M — N.

Term N jest postacig normalng termu M, jezeli N jest w postaci normalnej i
M — N.

Term M ma postaé¢ normalng, jezeli istnieje term N, ktory jest postacig nor-
malng termu M.

Mamy tez oczywisty fakt:

Fakt 12.5 Jezeli term M jest w postaci normalnej i M — N, to termy M i N sa
identyczne. O
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12.4 Konsekwencje twierdzenia Churcha-Rossera
Lemat 12.6 Kazdy term ma najwyzej jedng postaé normalng.
Dowéd. Przypusémy, ze term M ma dwie postacie normalne M; i M,. Na mocy

twierdzenia Churcha-Rossera 12.3 istnieje term N taki, ze M; — N i My — N.
7 faktu 12.5 wynika, ze termy M, N i M, sg identyczne. O

Lemat 12.7 Jezeli N jest postacig normalng My i My = My (M jest konwerto-
walne do My), to N jest postacig normalng My. O

Lemat 12.8 Jezeli M i N sq rozine (nieidentyczne) i sq¢ w postaci normalnej, to
M # N (M nie jest konwertowalny do N ). O

Z ostatniego lematu, jezeh tylko udowodnimy twierdzenie Churcha-Rossera dla
[B-redukeji, bedzie wynika¢ niesprzecznosé rachunku .

12.5 Relacja réwnoleglej G-redukcji

Relacja réwnoleglej B-redukeji (w jednym kroku) —, 5 jest najmniejsza relacja w
zbiorze A-termow spetiajaca

1) M —,.3 M,

2) jezeli M —,53 M1 1 N —,5 Ny, to (AeM)N —,5 Mz := Ny,
3) jezeli M —,3 M, oraz N —,3 Ny, to MN — .53 My Ny,

4) jezeli M —,5 My, to AeM —,5 AxM;.

Relacja réwnolegtej redukcji odpowiada sytuacji, w ktorej majac dany term
wybieramy w nim kilka redekséw (takze 0 redekséw), i redukujemy jednoczesnie
wszystkie wybrane.

Lemat 12.9 Relacja —p jest czedcig rownolegtej B-redukcyi, a wiec zachodzi za-
wieranie —g C —,5. 0

Lemat 12.10 Relacja réwnoleglej B-redukcji —,p jest czesciq [B-redukcji, a wige
mamy zawieranie —,3 S —»g.

Dowéd. Relacja — 3 ma wtlasnodci wymagane od relacji —,3. Na przyktad, ma
wlasnosé 2), czyli

jezeli M —»3 My 1 N —5 Ny, to (AxM)N —»5 Mz = Ny].

Dowdd nie nastrecza wigkszych trudnosci. Jezeli M —»5 M, to ze zgodno-
Sci —» 4 takze mamy AzM —5 AxM; oraz (AeM)N —»3 (AxM;)N. Podobnie,
(AxM)N —5 (AxM;)N;. W koncu, (AzM;)Ny —5 M|z := Ny|. Korzystajac z
przechodniosci relacji — 5 otrzymujemy, ze (AxM )N —5 M{[xz := Ny].

Pozostale, wymagane wtasnosci relacji — 3 dowodzimy analogicznie. Relacja
— .3, jako najmniejsza relacja o tych wlasnosciach, spetnia zawieranie —,3 C —»3.
O

7, udowodnionych lematow jako oczywisty wniosek otrzymujemy
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Twierdzenie 12.11 Relacje —»5 oraz —»,3 sq identyczne. O
O roli redukcji réwnolegtej najlepiej $wiadczy nastepujace
Twierdzenie 12.12 Relacja réownolegtej 3-redukcji ma wltasnosé Churcha-Rossera.

Dowdd. Znajduje si¢c w dodatku. O

Stad juz jako oczywisty wniosek dostajemy twierdzenie Churcha-Rossera 12.3.

13 Termy z kolorowymi redeksami

Bedziemy teraz rozwaza¢ termy z wieloma rodzajami operatoréw A. Bedziemy je
nazywac¢ kolorowymi. Kolorowe operatory bedziemy oznacza¢ wspoélnym symbolem
A pamietajac, ze moze by¢ ich kilka rodzajow. Mozna by rzeczywiscie zapisywaé
je uzywajac kolorowych znakéw. Oprocz kolorowych zawsze bedzie tez zwykty
operator, niekolorowy, mozna by uwazac¢ go za bezbarwnego, albo wrecz przeciwnie,
za czarnego. Bedzie oznaczany symbolem A. Kolorowych operatoréw nie bedzie
mozna dowolnie uzywac, bedziemy zaktadac, ze kolorowe moga by¢ tylko pierwsze
operatory A w redeksach.

Zbior terméw z kolorowymi redeksami A definiujemy jako najmniejszy zbior
taki, ze

1) zmienne naleza do A (sa termami z kolorowymi redeksami),
2) jezeli M, N € A, to MN € A,

3) jezeli x jest zmienna i M € A, to A\a M € A,

4) jezeli x jest zmienng oraz M, N € A, to (Az M)N € A.

Pojecia a-konwersji, podstawiania i podstawialnosci dla terméw z kolorowymi
redeksami definiujemy tak, jak dla zwyklych terméw, nie zwracajac uwagi na ko-
lory \. W formalnych definicjach takie podejscie wymaga dopisania do wtasnosci
zwyktych operatoréw analogicznych wtasnosci kolorowych .

Lemat 13.1 Jezeli M i N sq termami z kolorowymi redeksami, to term Mz :=
N] tez jest termem z kolorowymi redeksami. Jezeli w termie z kolorowymi redeksami
B-redukujemy dowolny redeks (kolorowy lub nie), to otrzymujemy term z kolorowy-
mi redeksams. O

Wielos¢ operatoréw A pozwala ogranicza¢ [-redukcje do czesci redeksow i w
konsekwencji rozwaza¢ w zbiorze A wiele rodzajow redukcji. Mozemy umowic sie,
ze redukujemy wytacznie redeksy okreslonego koloru, albo tylko dowolne redeksy
kolorowe. Mozemy tez redukowa¢ dowolne redeksy nie zwracajac uwagi ani na ich
kolory, ani na ich brak. Nie wprowadzamy oznaczen na poszczegblne rodzaje (-
redukcji. To, jaka redukcje stosujemy, zawsze powinno jakos wynika¢ z kontekstu.

Bardzo naturalnym sposobem redukcji w zbiorze A jest redukcja ograniczona
wylacznie do kolorowych redekséw. Tak rozumiang relacje (-redukeji w jednym
kroku dla terméw z kolorowymi redeksami definiujemy jako najmniejszg relacje
zgodng z operacjami A-rachunku zawierajaca pary

(Az M)N —5 Mz := N]
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(nie redukujemy w tym sensie redekséw z bezbarwnymi operatorami).

Kolorowanie redekséw wprowadza do A-rachunku istotne ograniczenie. W zwy-
ktym rachunku redukcja redeksu moze zwiekszaé liczbe redeksow na dwa sposoby:
poprzez kopiowanie i poprzez tworzenie nowych redekséw. Na przyktad, redukujac
term (Az zxz)M do MMM, trzykrotnemu skopiowaniu ulegaja redeksy wystepu-
jace w termie M. Jednoczesnie moze powsta¢ nowy redeks: wystarczy, aby term
M byl abstrakcja, powstaje wtedy redeks M M. Jezeli (Axzzx)M € A i M jest
abstrakcja, to M rozpoczyna sie zwyklym operatorem A, a redeks M M nie jest
kolorowym redeksem. Jezeli wigc redukcje ograniczamy do kolorowych redekséw,
to zwigkszenie liczby kolorowych redekséw powodowane jest wytacznie kopiowa-
niem i nie powstaja nowe kolorowe redeksy. Nowy redeks co prawda moze powstac,
ale nie moze by¢ on kolorowy i nie mozna go zredukowa¢ stosujac tylko redukcje
kolorowych redeksow.

13.1 Kolorowanie a (-redukcja

Jest oczywiste, ze jezeli mamy term (z kolorowymi redeksami lub nie), i w nim
redeks, ktory nie jest kolorowy, to mozemy spowodowaé, aby stat sie on kolorowy,
i w wyniku tego kolorowania otrzymujemy term z kolorowymi redeksami, czyli ze
zbioru A.

Zdefiniujmy teraz operacje odwrotna | |: A — A przyjmujac, ze
1) | x| = x dla zmiennej z,

2) [MN|=[MI] N,

3) |[Ax M| = Xz| M| oraz

4) [ Az M)N | = (Az | M [)| N |.

Term | M | to term M, w ktérym operatory A zostaly pozbawione koloréw.

W dwoch kolejnych, raczej oczywistych lematach w zbiorze A rozwazamy (-
redukcje pozwalajaca redukowaé¢ dowolne redeksy, zaréwno kolorowe, jak i niepoko-
lorowane. Kolorowanie i pozbawianie koloréw komutuje z #-redukcja, a doktadniej

Lemat 13.2 Przypu$émy Ze mamy termy M' € A i M € A takie, ze | M' | = M.
Jezeli M' —3 N' € A i | N' | =N, to M —3 N. O

Lemat 13.3 Przypu$émy Ze mamy termy M' € A i M € A takie, ze | M’ | = M.
Jezeli M —3 N, to istnieje term N' € A taki, e | N' | = N oraz M' —3 N'. O

Tresé tych lematéw jest przedstawiona na ponizszych diagramach.

M/—.EN/ M/ ﬂN/
[ [ [ [
M ﬁN M—?N
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13.2 Twierdzenie o normalizacji

Bedziemy rozwaza¢ termy z kolorowymi redeksami i [-redukcje takich terméw
ograniczong do kolorowych redekséw. Niekolorowych redekséw teraz nie bedzie
wolno redukowac.

Dos¢ tatwo zauwazy¢, ze majac term z n kolorowymi redeksami mozna w nim w
n krokach zredukowac¢ wszystkie kolorowe redeksy. Wystarczy redekowaé redeksy
po kolei, od konca, od prawej do lewej strony termu. Jezeli term uwazamy za
drzewo, to podobny efekt mozemy uzyska¢ redukujac redeksy w kolejnosci od lisci
do korzenia.

Zdefiniujmy teraz przez rekursje funkcje ¢ : A — A przyjmujac

1) ¢(z) = x dla dowolnej zmiennej x,

2) p(Ax M) = Az (M),

3) ¢((Ar M)N) = o(M)[x := ¢(N)] oraz

4) o(MN) = p(M)p(N) w przypadku aplikacji innych postaci.

Mam nadzieje, ze poprawnos¢ definicji oraz rodzaj zdefiniowanej funkcji nie budza
watpliwosci. Najwazniejsza wlasnoscé tej funkcji wyraza

Lemat 13.4 Kazdy term z kolorowymi redeksami M mozna zredukowaé do o(M)
stosujqgc wylgcznie B-redukcje kolorowych redekséw (czyli Bo-redukcje).

Dowdd. Indukcyjny jest tatwy do przeprowadzenia. W przypadku kolorowego
redeksu mamy

(A M)N =g, (Az o(M))N =5, (Ar (M) o(N) =g, o(M)[z := ¢(N)] = ¢((Ar M)N).

Dwa pierwsze przeksztatcenia wynikajg z zalozenia indukcyjnego M — g, @(M) i
N 8o SO(N ) 0

Whniosek 13.5 KaZdy term z kolorowymi redeksami ma postaé normalng (w sen-
sie B-redukcji kolorowych redeksow, czyli By-redukcyi).

Dowdéd. Postacia normalna termu M w rozwazym sensie jest term @(M). Term
ten nalezy do A, a wiec nie zawiera kolorowych redekséw (nie mozna juz go prze-
ksztalci¢). Ponadto, jak wynika z lematu, mozna go otrzymaé¢ w wyniku kolorowej
[B-redukcji termu M. O

Lemat 13.6 Przypusémy, ze M 1 N sq termami z kolorowyms redeksami ¢ M — g
N. Jezeli przeksztatcenie M w N polegato na redukcji kolorowego redeksu, to (M)
jest identyczne z o(N). W przeciwnym razie, p(M) —»g p(N).

Tres¢ powyzszego lematu przedstawia nastepujacy rysunek:

M - N M —— N
p(M) = @(N) p(M)—— ¢(N)
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Whniosek 13.7 Przypusémy, ze M i N sq termami z kolorowymi redeksami i
M —»g N. Jezeli przeksztatcenie M w N polegato na redukcji tylko kolorowych
redeksow, to (M) jest identyczne z o(N). W przeciwnym razie, p(M) —»g p(N).

Tak oto przedstawiamy teraz tre$¢ wniosku:

M—%N M—'EN
p(M) = @(N) p(M)—— ©(N)

Whiosek 13.8 (-redukcja kolorowych redeksow ma wiasnosé Churcha-Rossera.

Dowdd. Najprosciej jest go przedstawi¢ na rysunku:

AN

Ny Ny

Nob”

P(N1) = o(M) = p(N2)

Whniosek 13.9 Kazdy term z kolorowymi redeksami ma postaé normalng w sensie
B-redukcyi kolorowych redeksow i to doktadnie jedng. O

13.3 Twierdzenie o silnej normalizowalnosci
13.3.1 Zmienne o réznych wagach

W dowodzie twierdzenia o silnej normalizowalnosci przypiszemy zmiennym do-
datkowy atrybut, wage. Bedzie to dodatnia liczba naturalna. Rozne wystgpienia
zmiennej zmiennej beda mogty mie¢ rézne wagi. Wag nie przypisujemy zmiennym
wigzanym, wystepujacym bezposrednio za operatorem .

Wagi zmiennych nie wplywaja na podstawianie i redukcje. Podstawienie za
zmienng powoduje usuniecie zmiennej razem z jej waga. Z kolei zmienna pod-
stawiana zachowuje swojg wage. W jakims$ stopniu waga bedzie pamietac, gdzie
zmienna wystepowata przed rozpoczeciem redukcji.

Waga termu M bedzie suma wag wystepujacych w nim zmiennych. Bedzie ona
oznaczana symbolem | M |.

13.3.2 Termy z malejagcymi wagami

Zmienne z wagami wykorzystamy do analizy procesu redukcji termoéw z koloro-
wymi redeksami. Bedziemy rozwazaé¢ taka redukcje, ktora dopuszcza wytacznie
redukowanie kolorowych redeksow.

Term M z kolorowymi redeksami (i zmiennymi z wagami) nazywamy termem z
malejacymi wagami zmiennych, jezeli dla kazdego kolorowego redeksu (A\x P)Q w
tym termie, wagi wszystkich wystgpien zmiennej x w termie P przekraczaja wage
termu Q).
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Lemat 13.10 W dowolnym termie z kolorowymi redeksamsi zmiennym mozna nadaé
wagi tak, aby stat sie on termem z malejgcymi wagami zmiennych.

Dowdéd. Wystarczy kolejnym zmiennym od tytu (od prawej do lewej strony termu)
nada¢ wagi bedace kolejnymi potegami liczby 2. O

13.3.3 [(-redukcja i wagi terméw

Przypu$émy, ze mamy term M z kolorowym redeksem (Ax P)Q i z malejacymi
wagami zmiennych, i redukujemy go do termu M’, a dokladnie;

M= Cla P)Q) —5 ClPle:= Q) = M.
Wtedy, po pierwsze, mamy
Lemat 13.11 Waga termu M’ jest mniejsza niz waga termu M.

Dowdéd. Musimy rozwazy¢ dwa przypadki. Jezeli zmienna x nie jest wolna w
termie P, to redukcja powoduje po prostu zastapienie redeksu termem P, a to
oznacza zmniejszenie wagi M o (dodatnia) wage termu Q.

Przyjmijmy wiec, ze zmienna x wystepuje jako wolna w termie P. Poniewaz
term M ma malejace wagi zmiennych, a (Ax P)Q jest kolorowym redeksem, wiec
wagi wszystkich wolnych wystgpien zmiennej x w termie P przekraczaja wage
termu (). W konsekwencji zastgpienie w termie P zmiennej = przez () powoduje
zmniejszenie wagi termu M. O

W wyzej opisanej sytuacji mamy tez nastepujacy

Lemat 13.12 Jezeli M jest termem z malejgcymi wagami, to term M’ tez jest
takim termem.

Dowé6d. Aby sie o tym przekonaé¢, musimy zbadaé wszystkie kolorowe redeksy w
termie M’'. Wezmy wiec dowolny kolorowy redeks N = (A\y K)L zawarty w M’
(moze teraz warto spojrze¢ na rysunek ze strony 42). W M’ sa dwa rodzaje redek-
sow: takie, ktére powstaty w wyniku jakiego$ przeksztatcenia redeksu z termu M i
takie, ktore pojawity sie po wykonywanej redukcji. Redeksy drugiego rodzaju mo-
ga powstac na styku kontekstu C' i redukowanego redeksu, oraz wyniku zastapienia
x termem . Analize redekséw zaczynamy od tych drugiego rodzaju.

Przypadek 1: Term P jest abstrakcja. Taka, ktéra w wyniku redukcji staje
sie pierwszym cztonem redeksu. Taki redeks nie moze by¢ kolorowy, gdyz drugi
operator A w termach postaci Ax A\y K nie moze by¢ pokolorowany.

Przypadek 2: Term () jest abstrakcja. I to taka, tora w wyniku redukc;ji staje
si¢ pierwszym cztonem redeksu. Otrzymany tak redeks nie moze by¢ kolorowy,
gdyz operator A rozpoczynajacy drugi czton aplikacji nie moze byé¢ pokolorowany.

Redeksy tworzone podczas redukeji nie moga wiec by¢ kolorowe. Zajmijmy sie
teraz redeksami przeksztatcanymi.

Przypadek 3: Redeks (\y K)L jest roztaczny z podtermem Pz := Q]. Taki
redeks jest tez podtermem M (jest podtermem kontekstu C') i nie ulega zmiania
podczas redukcji. Nie zmieniaja si¢ w nim takze wagi.
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Przypadek 4: Redeks (\y K)L obejmuje Plx := Q).

Przypadek 4.1: Term K obejmuje Plr := @Q]. Redeks (A\y K)L powstal w
wyniku redukeji pewnego redeksu postaci (Ay K')L zawartego w termie M (re-
dukowany byt wlasciwie tylko term K’). Warunek z definicji termu z malejacymi
wagami zmiennych zachodzi, gdyz zmienne y z termu K wystepuja z tymi samymi
wagami w termie K’ i wagi te sa wieksze niz waga termu L.

Przypadek 4.2: Term L obejmuje Pz := @]. Redeks (A\y K)L powstal w
wyniku redukeji redeksu (A\y K)L' w termie M (redukowany byt wtasciwie tylko
term L'). Wymagane nieréwnosci zachodza, gdyz wagi zmiennych y z termu K nie
ulegly zmianie, a waga termu L jest mniejsza od wagi L’ na mocy poprzedniego
lematu.

Przypadek 5: Redeks (\y K)L jest czescia Plx := Q).

Przypadek 5.1: Redeks (A\y K)L jest czeScia P. Redeks (A\y K)L postal z
pewnego redeksu (A\y K')L' zawartego w M w wyniku podstawiania za x termu Q).
Tak wiec K = K'[z := Q] oraz L = L[z := Q)]. Wszystkie wystapienia zmiennej y
w K wystepuja takze z takimi samymi wagami w K’ (y nie wystepuje w @, gdyz
wymagamy podstawialnosci ()). Poniewaz M jest termem z malejacymi wagami,
wiec wagi zmiennych y z K’ przekraczaja wage termu L', a ta z kolei jest wigksza
od wagi L'[x := Q] (jezeli x jest wolna w L') lub jest jej réwna (w przeciwnym
razie).

Przypadek 5.2: Redeks (\y K)L jest czeScia pewnej kopii ). Taki redeks
jest takze zawarty w M, tam spelnia wymane nieréwnosci. Redukcja nie zmienia
go i zachowuje wlasnosci zwigzane z wagami. O

13.3.4 Dowodd twierdzenia

Twierdzenie 13.13 (o silnej normalizacji dla redukcji kolorowych redekséw)
Jezelt M jest termem z kolorowymi redeksami i redukujemy wytgcznie kolorowe re-
deksy (stosujemy Bo-redukcie), to kazdy sposcb redukcji termu M jest skoriczony.

Dowéd. Niech M bedzie termem z kolorowymi redeksami. Korzystajac z lematu
13.10 zmiennym tego termu przypisujemy wagi wagi tak, aby stal si¢ on termem
z malejagcymi wagami. Wezmy dowolng redukcje termu M, a wiec cigg terméow
M = My, My, M,, ... taki, ze My —p, My —p, My —g, .... Zgodnie z lematem
13.12, wszystkie termy w tym ciggu sa termami z malejacymi wagami. Z kolei z
lematu 13.11 otrzymujemy, ze wagi terméw z tego ciggu tworza malejacy ciag liczb
naturalnych Taki cigg jest skonczony. O

13.4 Dowdd twierdzenia Churcha-Rossera

Udowodnimy teraz twierdzenie 12.3 Churcha-Rossera, czyli
Twierdzenie 13.14 Relacja 3-redukcji — 3 ma wiasnosé Churcha-Rossera.

Dowdéd. Skorzystamy z lematu 12.2. Wystarczy wiec wykazaé¢ wtasnosé (G-redukeji
przedstawiong na diagramie
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B B
M, N

B

Dowdd tej wlasnosci zostat zobrazowany na kolejnym diagramie. Mamy dane termy
M, M i My, a takze redukcje M do M; (w jednym kroku) i M do M. W termie M
kolorujemy redeks pozwalajacy zredukowa¢ M do M;. W ten sposéb otrzymujemy
term M’. Usuwajac w nim kolor redeksu otrzymujemy wiec M, redukujac w nim
kolorowy redeks (na przyktad obliczajac ) — otrzymujemy M.

M’ - M

B

O A

M ———— M,

B

B £ By »
M, N

B

Teraz korzystamy z lematu 13.3 i redukcje M do M, przeksztatcamy w redukcje
terméw z kolorowymi redeksami. W ten sposob znajdujemy term M i redukcje
M’ do Mj. W termie M) moga znajdowaé sie kolorowe redeksy. Redukujemy je
wszystkie na przyktad wyliczajac wartos¢ przeksztatcenia . W ten sposob obli-
czamy term N, ktéry nie ma kolorowych redeksow. W ten sam sposob mozemy
przeksztalcaé term My, Zgodnie z lematem 13.2; uwzgledniajac réwnosé | N | = N,
znowu otrzymujemy term N. W koncu, na podstawie wniosku 13.7 stwierdzamy,
ze term N mozna otrzymac takze redukujac M. To konczy dowod. O

14 Redukcje, czyli sposoby redukowania termoéw

Bedziemy teraz szukali odpowiedzi na pytanie, jak redukowaé term, aby co$ uzy-
ska¢, na przyktad, jak znalezé posta¢ normalng termu.

14.1 Prefiks i sufiks podtermu

Potrzebny jest nam aparat, ktory doktadniej pozwoli nam identyfikowa¢ podtermy.

Przypusémy, ze mamy term M i jego podterm N. Jest chyba oczywiste, ze jezeli
termy uwazamy za napisy, czyli stowa, to podterm jest podstowem, czyli napisem,
ktory powstaje przez usuniecie z termu pewnego prefiksu i opuszczenie pewnego
sufiksu. Niech prefy(N) i suffy(N) oznaczaja odpowiednio prefiks i sufiks termu
M, lezace przed i za podtermem N. Mamy wiec oczywisty zwiazek

M = prefu(N) N suffa(N),

W nim po prawej stronie réwnosci mamy konkatenacje trzech napiséw. Najbar-
dziej istotng cecha prefiksu i sufiksu podtermu jest liczba wystepujacych w nich
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zmiennych i operatoréw abstrakeji. Moglibysmy wiec dodatkowo z prefiksu i sufiksu
usuwacé wszystkie lub niektére nawiasy.
Bardziej formalna definicja moze by¢ nastepujaca:

1) prefay (M) i suffy (M) sa stowami pustymi,

2) jezeli M = MMy i N jest tez podtermem My, to prefy(N) = prefa, (N) i
suffau(N) = suffar (N)Ma,

3) jezeli M = MiMs i N jest tez podtermem Mo, to prefu(N) = Mipre far,(N)
i suffau(N) = suffar (N),

4) jezeli M = Ax My i N jest tez podtermem My, to prefu(N) = Az prefu, (N)
i suffu(N) = suffan (N).

Dwa podtermy moga mie¢ identyczne prefiksy. Tak jest w przypadku podter-
méw postaci Ny 1 N1 Nsy. Za to rozne abstrakcje maja rozne prefiksy, rozniace sie
przynajmniej operatorem A i zmienng wigzang ,pierwszej” abstrakcji. Podobnie
jest dla redeksow: redeksy sa wyznaczone przez rozpoczynajace je abstrakcje i
majag takie same prefiksy, jak te abstrakcje.

14.2 Kolejnosé podtermow

Przypusémy, ze Ny i Ny sa podtermami termu M. Mowimy, ze podterm N; po-
przedza term Ny (lezy na lewo od termu Ny) w dwoch przypadkach:

1) gdy prefu(Ny) jest krétszy niz prefy(N2) oraz
2) gdy prefar(N1) = prefar(No) i suffy(Ny) jest krotszy niz suffu(Na).

Kolejnos¢ podterméw jest oczywista, gdy sa one roztaczne. Jezeli mamy dwa
podtermy Ny i Na, i Ny jest tez podtermem Ny, to z tych dwéch bardziej na lewo
lezy (lub jest wczesniejszy) podterm Nj.

14.3 Analiza pojedynczego kroku [-redukcji

Przyjrzymy sie teraz co dzieje si¢ z podtermami podczas redukcji termu.

Przypusémy, ze mamy term M, ktory chcemy zredukowaé. Wtedy w pierwszym
rzedzie wybieramy w nim redeks i przedstawiamy go w postaci M = C[(Az P)Q)]]
dla pewnego kontekstu C'. Term M, rozumiany jako drzewo, zostal przedstawiony
na widocznym rysunku. Tam tez jest narysowany term M’ otrzymany w wyniku
redukcji wybranego redeksu.

Nietrudno zauwazy¢, ze podtermy termu M’ nie biorg sie znikad, sa odpowied-
nio rozmieszczonymi podtermami M. Bedziemy méwic, ze maja swojego przodka
w M. Przodkiem podtermu dowolnej kopii termu @), zawartej w M’, jest odpowia-
dajacy mu podterm termu () zawartego w M. Analogicznie definiujemy przodkéw
pozostalych podterméw termu P i kontekstu C'. Przodka podtermu N z termu
M’ bedziemy oznaczaé¢ symbolem p(NN), albo nawet symbolem pyp(N). Te sa-
me oznaczenia zastosujemy, jezeli bedziemy rozwazaé co si¢ dzieje z podtermami
podczas redukcji wymagajacej wielu krokow.
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M = Cl[(MAx P)Q] —p C[Plx:=Q]] = M’

Szczegdlnie beda nas interesowatly podtermy lezace w M na lewo od redeksu
i w M’ na lewo od reduktu M’ (a nawet lezace istotnie na lewo, majace krétsze
prefiksy). Sa dwa rodzaje takich podterméw: czes¢ znajduje sie na $ciezce taczacej
redeks z korzeniem drzewa M, pozostate — w lewej czesci kontekstu. Istotne jest to,
ze dla tych podterméw wszystko zalezy od kontekstu C', ktory nie ulega zmianie
podczas redukcji.

Lemat 14.1 Przypusémy, ze M gg M' i R = (\x P)Q. Wtedy prefiksy redeksu i
reduktu sq identyczne, czyli prefy(Az P)Q) = prefyr (Plx := Q). O

Lemat 14.2 Przypusémy, ze M ig M’ i R = (Ax P)Q. Operacja p bycia przod-
kiem przeksztalca wzajemnie jednoznacznie zbior (podtermdw termu M')

{N o prefur(N) < prefar(Plz == Q])} na {N: prefu(N) <prefu((Az P)Q)}

(czyli na pewien zbior podtermoéw termu M ). Operacja ta zachowugje typ termu
(bycie aplikacjqg lub abstrakcjq), a takze fakt bycia redeksem, oraz prefiks. Tak
wiec mamy prefy(p(N)) = prefar(N) dla wszystkich podtermdéw N takich, Ze
prefy(N) < prefyy(Plz = Q]). O

Przyktad 14.3 Przyjrzyjmy sie termowi M = II((Ax (Ayyy)z)l). W tym ter-
mie sa trzy redeksy IT, (Ax (Ayyy)x)I i (A\yyy)z. Zostaly wymienione w natural-
nym porzadku, od najbardziej lewego. Ich prefiksami z doktadnoscig do nawiaséw
sa odpowiednio stowo puste, I, I1((Az. Przypu$émy, ze chcemy przeksztatcié
ostatni z redekséw. Znajduje si¢ on w kontekscie C' = II((Az[ ])I). W wyni-
ku redukeji otrzymujemy M’ = II((Az xzz)l), prefiksem reduktu zzx jest I71((Az.
W termie M’ mamy tez dwa redeksy o prefiksach krotszych: I1 z pustym pre-
fiksem i (Axzx)l z prefiksem I1. Przodkami tych terméw sa p(I1) = II oraz
p((Azzx)l) = (Ax (A\yyy)z)l. Jak widaé, oba redeksy w termie M, poprzedzajace
redeks redukowany, zostaty zachowane, a drugi z nich zostal jako$ przeksztatcony.

14.4 Rodzaje redukcji

Przypusémy, ze dostajemy term M i zaczynamy go redukowaé (uzywajac S-redukceji).
Teraz przez redukcje bedziemy rozumie¢ cigg termow

M:MoﬁﬁMl—>5M2—>5...—>5Mn—>ﬁ...

skonczony lub nie, otrzymamy w wyniku wielokrotnego redukowania. Zapisujac
taka redukcje bedziemy czesto nad symbolem —j3 podawaé¢ redukowany redeks.
Wtedy jest przedstawienie moze przyja¢ taka oto postac

Ry n
M:MgﬂngﬂgMgigg...HlﬂMnR—)ﬁ... (5)
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Redukeje (5) (skoniczona lub nie) nazywamy lewostronna, jezeli w kazdym mo-
mencie redukujemy najbardziej lewy (pierwszy) redeks (dla wszystkich mozliwych
i redeks R; jest pierwszym redeksem w termie M;).

Redukcje (5) nazywamy quasi-lewostronna, jezeli jest nieskonczona i podczas
jej tworzenia nieskonczenie wiele razy byt redukowany pierwszy redeks.

Redukcje (5) (skoniczona lub nie) nazywamy standardowa, jezeli podczas jej
tworzenia prefiksy redukowanych redekséw nie ulegaja skroceniu, a wige dla wszyst-
kich mozliwych ¢ mamy pref, (R;) < prefa,., (Rit1).

14.5 Pierwsze wnioski

Whniosek 14.4 Przypusémy, ze M iﬁ M' i redeks Ro poprzedza w termie M
redeks R, czyli prefua(Ro) < prefu(R). Wtedy w termie M’ istnieje potomek Ry,
redeksu Ry, czyli redeks Ry, taki Ze p(Ry) = Ry.

Dowdd. Jest to oczywisty wniosek z lematu 14.2. O

Whniosek 14.5 Przypusémy, Ze redukcja My &;5 My ﬁ@ M, i%g e RZlg M, jest
standardowa 1 Ry nie jest pierwszym redeksem w termie My. Wtedy term M, nie
jest w postaci normalnej, zawiera pewien redeks, na przyktad potomka pierwszego
redeksu w termie My. O

Whniosek 14.6 Redukcja standardowa zakonczona termem w postaci mormalnej
jest lewostronna. O

Lemat 14.7 Przypusémy, ze M, iﬁ M,y ig My 1 nie jest to redukcja stan-
dardowa (a wiec pref,(S) > prefuan (R)). Wtedy istnieje standardowa redukcja

My %5 N —5 My, gdzie R = paan, (R).
Dowéd. Nizej mamy narysowang tre$¢ lematu, bez kilku istotnych szczegotow

S

Mo—VﬁMl
(R) R
5 B
N s Mo

Zgodnie z lematem 14.2, redeks R z termu M; ma przodka p(R) = R’ w termie
My o takim samym prefiksie, a wiec zachodzi pre f, (R') < prefu,(S). Pomalujmy
teraz redeks R’ (a wlasciwie operator A tego redeksu) na czerwono i redeks S na
zielono. W ten sposéb term M, stat sie termem z kolorowymi redeksami.

Jezeli w termie M, zredukujemy redeks S, to otrzymujemy term M;, w ktérym
juz nie ma termoéow zielonych. Jest w nim natomiast czerwony redeks R, jedyny
kolorowy. Redukcja tego redeksu daje term Ms, bez kolorowych redeksow. Tak wiec
term Ms jest postacia normalng termu My w sensie redukeji kolorowych redeksow.

Jezeli teraz w termie M, zredukujemy redeks R', to zniknie z M, redeks czer-
wony, redeks zielony najprawdopodobniej zostanie skopiowany (moze tez zniknac),
zgodnie z lematem 14.2 nie pojawi sie redeks zielony z prefiksem krotszym niz
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prefua, (R'). Przyjmijmy, ze w ten sposéb otrzymamy term N. Nie ma w nim re-
deksu czerwonego, a wszystkie redeksy zielone beda miaty prefiksy przynajmniej
tak dtugie, jak prefy, (R'), i beda mogty zostaé zredukowane podczas tworzenia
redukcji standardowej termu M. Dalej przeksztatcamy term N redukujac w nim
po kolei, od najbardziej lewego, wszystkie redeksy zielone, takze te, ktére byé¢ moze
pojawig sie podczas redukcji. Z twierdzenia o silnej normalizowalnosci dla reduk-
cji kolorowych redekséw ten proces redukowania zakonczy si¢ postaciag normalng
termu M. Zgodnie z wnioskiem 13.9 otrzymamy wtedy term M. O

Whniosek 14.8 Zalézmy, ze wykonujgc n krokach redukcje w My —5 M, w zad-
nym nie zredukowaliémy pierwszego redeksu, R jest pierwszym redeksem termu M,

i M, iﬂ M, 1. Wtedy dla R' = py,a, (R) istnieje redukcja My ig N —5 M.

Dowdd. Przez indukcje ze wzgledu na n, korzystajac z poprzedniego lematu. Zgod-
nie w wnioskiem, jezeli redukujemy term M, i w pierwszym kroku nie zredukuje-
my pierwszego redeksu, to redeks ten przechodzi do kolejnego termu, jest w nim
pierwszym redeksem i w koncu po pewnym czasie moze zostaé¢ zredukowany. Do
otrzymanego w ten sposob termu dojdziemy tez redukujac najpierw pierwszy re-
deks termu M, i dalej wykonujac odpowiednie przeksztatcenia. Nizej znowu mamy
tre$¢ lematu przedstawiona na rysunku, ale bez istotnych szczegétow. O

Mo—’g M,

(R) R
B B
N B Mn+1

Whniosek 14.9 Jezeli term ma redukcje quasi-lewostronng, to ma tez nieskoriczo-
ng redukcje lewostronnag.

Dowdéd. Wystarczy wykazac, ze jezeli term ma redukcje quasi-lewostronna, to dla
kazdej liczby naturalnej n ma tez redukcje quasi-lewostronna, ktora rozpoczyna
si¢ redukcja lewostronna diugosci n. Oczywiscie, dowodzimy to przez indukcje,
korzystajac z poprzedniego wniosku. O

14.6 Twierdzenie o standaryzacji z wnioskami

Twierdzenie 14.10 (Twierdzenie o standaryzacji) Jezeli M —»5 N, to ist-
nieje standardowa redukcja M do N.

Whniosek 14.11 JezZeli term M ma posta¢ normalng, to mozna go zredukowaé do
postaci normalnej za pomocq redukcyi lewostronnej.

Dowdd. Niech N bedzie postacia normalna termu M. Z definicji postaci normal-
nej wynika, ze M —»3 N. 7 twierdzenia 14.10 o standaryzacji term M mozna
standardowo zredukowa¢ do N. Wniosek 14.6 stwierdza, ze jest to takze redukcja
lewostronna. O

Whniosek 14.12 Jezeli term ma nieskonczong redukcje lewostronng, to nie ma
postaci normalney.
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Dowdéd. W przeciwnym razie musiatyby istnie¢ dwie rozne redukcje lewostron-
ne. Jest to niemozliwe, poniewaz w redukcji lewostronnej kazdy krok jest jedno-
znacznie wyznaczony przez redukowany term i krétsza redukcja lewostronna jest
fragmentem dtuzszej. O

Whniosek 14.13 Jezeli term ma redukcje quasi-lewostronng, to nie ma postaci
normalne;j.

Dowdd. Jest to konsekwencja wniosku 14.9. O

Whniosek 14.14 Zbior termow, ktore majg postac normalng, jest rekurencyjnie
przeliczalny (przynajmniej w sensie intuicyjnym,).

Dowdéd. Semirozstrzygajacy algorytm badajacy istnienie postaci normalnej wyko-
nuje (dopoki jest to mozliwe) redukcje najbardziej lewego redeksu danego termu,
konczy dziatanie wtedy i tylko wtedy, gdy dany term ma posta¢ normalng. O

14.6.1 Gléwny lemat

Lemat 14.15 Przypusémy, ze Ay —g By — 3 B i redukcja By do B jest standar-
dowa. Wtedy Aq tez mozna standardowo zredukowaé do B.

Dowdéd. Bedziemy tworzy¢ i stopniowo rozbudowywac nastepujacy diagram

S

Ay —3 By
Ro | Qg
A —3 —3 B,
R |p Qi lp
A = O =g Gy = . = O —p Big
Rio1 lp Qi-1 g
4 Byo 2, o &, 5o, 2 B
Ri lg Qi lp
Aiy1 —p —5  Bin

Qit1 lﬁ

Na tym diagramie obok symboli redukcji sa podane nazwy przeksztatcanych redek-
sow. Jest przedstawiony fragment danej redukcji standardowej przeksztalcajacej
By —3 B; —p az do B i redukcja Ay do By.

Bedziemy mie¢ troche klopotéw z termami A;. Kazdy z tych terméw zostanie
zdefiniowany, a nastepnie przyjeta definicja zostanie zmieniona przed okresleniem
kolejnego. Bedziemy wigc méwic o pierwotnym termie A; i ostatecznym termie A;.
Ostateczny term A; otrzymamy w wyniku redukeji pierwotnego termu A;. Relacja

R;_ . ., . . - :
Ajq ]_>1ﬁ Aj bedzie zachodzi¢ zwykle dla ostatecznej wersji A;_; i pierwotnej
wersji A;. Na diagramie wida¢ ostateczne wersje terméw A, ..., A;_; i pierwotne

wersje terméw A; 1 A; 1. Za ostateczng wersje termu A; zostanie uznany Cs.
Konstrukcja termu A; ma sens, jezeli redukcja Ag do B nie jest standardowa. W
tym przypadku postepujemy tak, jak w dowodzie lematu 14.7. Znajdujemy przodka
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PBoa,(Qo) redeksu @y, oznaczamy go symbolem Ry i kolorujemy na czerwono.
Redeks S kolorujemy na zielono. Pierwotng wersje A; otrzymujemy redukujac
w Ag jedyny czerwony redeks Ry. Redukujac po kolei zielone redeksy termu A;
otrzymujemy Bj.

Konstrukcja reszty diagramu bedzie prowadzona tak, aby zachowywaé kilka
niezmiennikow:

1) A; jest termem z zielonymi redeksami,

2) redukcja Ay —g Ay —p ... =5 A; idalej A; —3 C) —5 B; az do B; jest
standardowa,

3) jej koncowy fragment od A; do B; jest redukcja normalng dla zielonych re-
dekséw, (a wiec prowadzaca do termu bez kolorowych redekséw),

4) Ry = PB;_1 44 (Qi—l) 1w SZCZGgéanéCi prefAiq (Ri—l) = prefBifl (Qi—l)'

Oczywiscie, pierwszy krok konstrukeji spelnia wymienione niezmienniki.
Zatézmy, ze fragment konstrukeji zawierajacy definicje redukeji od A; = Cy do
B; jest juz wykonany.

Przypadek 1: ostatnim wyrazem redukcji Ay —3 A; —»3 B; jest ostatni wyraz
redukcji By —3 B, czyli B; = B. W tym przypadku teza lematu jest oczywista i
wynika z niezmiennika 2).

Przypadek 2: B, # B, czyli nie dotarliSmy jeszcze do konca redukcji. Teraz
sprawdzamy, czy redukcja C,, —s B; —3 Bit1 jest standardowa. Poréwnujemy

wiec prefiksy prefe, (Z,,) oraz prefp, (Q;).

Przypadek 2.1: prefe, (Z,) < prefp,(Q;). W tym przypadku redukcja od Ay
do A;, dalej od A; do B; i jeszcze od B; do B jest standardowa. Lemat zostal wiec
dowiedziony.

Przypadek 2.2: prefe, (Z,,) > prefp,(Q;). W tym przypadku redeks @); zostal
pominiety podczas redukeji Ag —p A; — 3 B;, mimo ze powinien zosta¢ zreduko-
wany (jest przeciez redukowany w termie B;), i trzeba go zredukowaé wczesniej.
Staramy sie znalez¢ term, a w nim przodka @);, ktorego moznaby zredukowaé za-
chowujac standardowos¢ redukcji. Bierzemy wiec najmniejsza liczbe k > 0 taka,
ze prefo, (Zx) > prefp,(Q;) (w razie potrzeby przyjmujemy, ze Cy = A;). Dla
tak zdefiniowanego k, postugujac si¢ lematem 14.2, mozemy znalezé w termie CY
przodka pg,c, (Q;) redeksu @Q);. Oznaczmy tego przodka symbolem R; = ppg,c, (Q:).
Mamy wigc prefe, (R;) = prefp, (Q;).

W termie C} redeks Z jest zielonym redeksem potozonym sposrod zielonych
najbardziej na lewo i sam ma po lewej stronie redeks R;. Tak wiec redeks R; ma
po prawej stronie wszystkie zielone redeksy w termie C. Mozna wiec zredukowac
R;, a nastepnie jakikolwiek zielony redeks zachowujac standardowosé¢ redukcji.

Na chwile pomalujmy na czerwono redeks R;. Powoduje to, ze wszystkie termy
z redukcji od Cy do B; zawieraja po jednym czerwonym redeksie, przodku ter-
mu );. W termie B; czerwonym redeksem jest ();. Redukujac go otrzymujemy
B;y1, bez zielonych oraz bez czerwonych redekséw. Term B;.; jest wigc postacia
normalng termu C} dla redukcji kolorowych redekséw. W kolorowej redukcji do
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postaci normalnej dochodzimy zawsze, redukujac redeksy w jakiejkolwiek kolej-
nosci (patrz rozdz. 13.3). Mozemy wiec najpierw w termie C} zredukowaé redeks
czerwony (otrzymujemy wtedy A;i1), a nastepnie redukowaé redeksy zielone za-
wsze bioragc pierwszy redeks od lewej. Redukujac w ten sposob tez otrzymamy
posta¢ normalna, czyli term B; ;. W szczego6lnosci, istnieje standardowa redukcja
zaczynajaca sie termem Cj do B;y;.

Znowu sa mozliwe dwa przypadki:

Przypadek 2.2.1: £ > 0. W tym przypadku redukcja prowadzaca od Ay do A;,
dalej od A; (oznaczanego tez Cy) do Cy i na koniec do A;1 otrzymanego z termu
C}. przez redukcje redeksu R; jest standardowa. Wynika to z definicji k, ktora
gwarantuje nier6wnosé¢ prefe, | (Zx—1) < prefs,(Q;) = prefe, (R;).

Dodajac do redukcji od Ay do Cy standardowsg redukcje prowadzaca od Cy do
B; 1 otrzymujemy standardowa redukcje od Ag do B;,q.

Przypadek 2.2.2: k = 0. Teraz mamy dwie redukcje od Ay do A; (czyli do Cy)
oraz od A; = Cy do A;yq1 1 dalej do B;,1, obie standardowe, ale nie jest jasne,
czy taczac je otrzymamy redukcje standardows (by¢ moze szukajac odpowiedniego
przodka redeksu (); nie cofneliSmy sie dostatecznie daleko, a cofanie arbitralnie
ograniczylismy do termu Cp).

Powinni$my wiec poréwnaé prefiksy prefa, (R;—1) oraz prefa,(R;). Zauwaz-
my, ze

pTefAz'—1 (Ri—l) - prefBi—l (Qi—l)

na mocy zasady 4), zachowywanej podczas przeprowadzanej konstrukeji. Z drugiej
strony, redeks R; jest przodkiem @); i stad

prefa,(Ri) = prefc,(pBic, (Qi) = prefp,(Qi).

Teraz wystarczy zauwazy¢, ze standardowo$é redukeji od By do B takze implikuje,
ze

prefp,_ (Qi—1) < prefp,(Qs),
a to oznacza, ze

prefa, (Ri—1) < prefa,(R;).
Skonstruowali$émy wiec standartowsg redukcje od Ag do A;, A, idalej do B;;q. Po-
winni$my jeszcze wskazaé ostateczny term A;: bedzie nim term Cj. A takze spraw-

dzi¢, czy przedstawiona konstrukcja zachowuje przyjete niezmienniki. To ostatnie
nie powinno sprawia¢ ktopotu. O

14.6.2 Dowdd twierdzenia

Twierdzenie 14.16 (Twierdzenie o standaryzacji 14.10) Jezeli M —3 N,
to istnieje standardowa redukcja M do N.

Dowo6d. Wezmy redukcje
M:M0—>5M1 —>5...—>5Mn_1 —>@Mn:N.

Oczywiscie, kazdy term w tej redukcji tez mozna zredukowaé¢ do N w pewnej liczbie
krokow, term M; potrafimy zredukowaé¢ do N w n — 1 krokach.

Przez indukcje ze wzgledu na liczbe krokow potrzebnych do zredukowania do NV,
pokazujemy, ze kazdy term M; mozna standardowo zredukowaé do N. Co wigcej
nie ma czego dowodzi¢, poniewaz krok indukcyjny jest oczywista konsekwencja
lematu 14.15. O
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15 Roznosci
15.1 Formalizacja czesSciowej obliczalnosci

Moéwiac o obliczalnodci czesto ograniczamy sie do funkcji naturalnych. Tak bedzie
i tym razem. Do tej pory zajmowali$my si¢ catkowitymi funkcjami obliczalnymi i
ustalilismy, ze sg to calkowite funkcje definiowalne w A-rachunku. Teraz chcemy
ustali¢ zwigzek miedzy czesciowymi funkcjami obliczalnymi i funkcjami definiowal-
nymi w A-rachunku. Wymaga to w pierwszym rzedzie przyjecia definicji czesciowej
funkcji definiowalnej. Pojecie to definiuje sie na dwa sposoby. Teraz zajmiemy sie
sposobem klasycznym, uwazanym jednak za nieco mniej adekwatny.

Przypusémy, ze f jest czesciows funkcjg naturalng. Dla uproszczenia bedziemy
zaktadac, ze jest to funkcja jednoargumentowa. Uogodlnienie definicji na przypa-
dek funkcji wieloargumentowych nie powinno sprawia¢ ktopotéw. Tak wiec mamy
funkcje f : N — N, ktoéra dla niektérych argumentéw moze nie byé¢ okreslona.
Liczby naturalne w A-rachunku, jak zwykle, reprezentujemy za pomoca termoéow c,
pewnego systemu liczbowego (nie musza to by¢ numeraly Churcha, choé moga).

Funkcja f jest definiowalna w A-rachunku (jest A-definiowalna lub A-reprezentowalna),
jezeli istnieje term F' taki, ze dla dowolnego argumentu n € N

1) jezeli wartos¢ f(n) nie jest okreslona, to term F¢, nie ma postaci normalnej,
2) jezeli wartos¢ f(n) jest okreslona, to Fc, =g cj(n).
O czesciowych funkcjach definiowalnych mozna dowie$é¢ nastepujace

Twierdzenie 15.1 CzeSciowa funkcja naturalna jest definiowalna w A-rachunku
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest czesSciowq funkcjg rekurencyjng. O

W dalszym ciggu tylko nieco uprawdopodobnimy prawdziwos¢ powyzszego
twierdzenia.

15.2 Semantyka call by_value
15.2.1 Definicja semantyki

Semantyka call_by_value jest pojeciem z teorii jezykéw programowania, w ktorej
oprécz analizy roznych konstrukeji stosowanych w jezykach programowania wyja-
$nia sie takze, na czym polega wykonanie programu lub nawet tworzy i analizuje
aparat do opisu dziatania programéw. W przypadku rachunku lambda odpowied-
nikiem programu jest term, a wykonanie programu polega na wyliczeniu jego war-
tosci.

Wyliczanie warto$ci aplikacji AB moze by¢ interpretowane jako wykonanie
funkcji A z parametrem B. W semantyce call_by_value parametr jest jakby wy-
wotywany przez warto$¢, a wiec wymaga wyliczenia przed przystapieniem do wy-
konywania funkcji. Samo wykonanie funkcji polega na wykonywaniu g-reduke;ji.
Jedna z metod definiowania semantyki (tzw. semantyka malych krokéw) polega
na opisaniu pojedynczych krokéw wykonania programu. Wtedy wykonanie pro-
gramu polega na iterowaniu wykonania pojedynczych krokow. W zwigzku z tym
opiszemy relacje A — B, ktérg bedziemy interpretowac jako stwierdzenie, ze term
B otrzymujemy z A w wyniku wykonania pojedynczego przeksztatcenia.

Przyjmijmy, ze symbole T' z indeksami beda oznaczaé¢ dowolne termy A-rachunku,
a symbole V' — termy bedace wartosciami.

48



Wartosciami bedziemy nazywa¢ dowolne abstrakcje, czyli termy zaczynajace
sie symbolem \. Oprocz wartosci (potencjalnych) zdefiniujemy tez pojecie warto-
sci termu 7. Wartosciag termu T' bedzie zawsze jedna z wartodci, a wiec abstrakcja
odpowiednio zwiazana z termem 7T'. Teraz tylko zasygnalizujemy, ze wartoscia do-
wolnej abstrakcji jest ona sama.

Relacje redukcji w jednym kroku w semantyce call_by_value definiujemy przez
indukcje przyjmujac, ze spetnia nastepujace reguty:

Tl — T1/ T2 — TQ/
oraz .

Aby zrozumie¢ te definicje zauwazmy, ze mozemy przeksztalcac tylko aplikacje,
za to na trzy sposoby (zaleznie od postaci 11T, VT lub (Ax T)V'). W zaden sposéb
nie przeksztatcamy zmiennych, abstracji, ani terméw postaci 7" ze zmienna x. Ma-
jac aplikacje mozemy przedstawi¢ ja w postaci T\ T ... T, 1T, = (1T ... T, 1)T,,
gdzie T nie jest juz aplikacja, a wiec jest albo zmienna, albo wartoscia. Dzigki
pierwszej regule, przeksztatcanie takiego termu sprowadza si¢ do przeksztatcania
jego fragmentu 1175. Jezeli 17 jest zmienna, to obliczenia konczg sie bez wylicze-
nia wartosci. Jezeli T} jest wartodcia, to stosujac druga regute probujemy wyliczy¢
wartos¢ termu T5. Jezeli zakonczy sie to sukcesem, to trzecia reguta pozwala za-
stosowaé [-redukcje.

Lemat 15.2 Redukcja — jest (3-redukcjg z dodatkowymi ograniczeniami, a wiec

Zauwazmy tez, ze mamy
Lemat 15.3 Dlia dowolnego T} jest najwyzej jeden term Ty taki, ze Ty — Ty. O

Jak zwykle, relacje — rozszerzamy do redukcji w wielu krokach —.

Wartoscia termu T' nazywamy warto$¢ V' taka, ze T — V. Oczywiscie, jezeli
warto$¢ termu istnieje, to jest jednoznacznie wyznaczona.

Wida¢ réwniez, ze redukowanie termu 7' moze zakonczy¢ sie na trzy sposoby:
utworzeniem nieskonczonej redukcji T’ =Ty — Ty — ... — T, — ..., utworzeniem
skoniczonej redukcji zakonczonej termem, ktory jednak nie jest wartoscia, lub tez
znalezieniem wartosci termu 7'.

Ograniczajac mozliwosci redukowania termow zwykle utrudniamy prowadze-
nie obliczen. Dalej jednak sprobujemy sie pobieznie przekonaé, ze nie dotyczy to
semantyki call_by_value.

15.2.2 Wartosci boolowskie i testowanie, operacja pary

Wartosci boolowskie, testy i definicje warunkowe w przypadku semantyki call_by_value
mozemy reprezentowaé tak, jak to zostalo przedstawione w rozdziale 7.4

Na przyktad wyrazenie warunkowe redukuje sie w semantyce call_by_value w
nastepujacy sposob:

if A then B else C' = (A\ryz.xyz)ABC —* (Azyz. xyz)ABC —
— (\yz. Ayz)BC —* (\yz. Ayz)BC —* A B C,

gdzie symbolem A oznaczamy warto$é termu A.
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Podobnie mamy
if true then B else C —* true BC — (\y. B)C — B

i analogicznie dla false.

Przeprowadzone rachunki wymagaja jednak drobnego zatozenia o istnieniu war-
tosci termow A, B i C.

Uzywajac semantyki call_by_value mozemy wtasciwie kazdy term uwazaé¢ za
wartos¢. Na przyktad, do testowania zamiast if then else mozemy uzy¢ bar-
dziej skomplikowanego wyrazeniem (if A then At B else A\t (') I, ktore redukuje
sie w nastepujacy sposob:

(if true then Mt B else At C) I —" true (M B) (MC) I =
=My x) MB)(MC)T — Ay (M B)(MC)I — (MB)I — B

(zamiast termu B postugujemy sie w nim wartoscia At B). Podobnie,
(if false then M\t B else A\t C) I —* C.

Funkcje pary [+, ] tez definiujemy w zwykty sposéb (patrz rozdziat 7.5) przyj-
mujac
[-,:] = Azyb. bry.

To samo dotyczy funkcji
Apptrue oraz Appfalse
odczytujacych wspotrzedne pary. Nietrudno sprawdzi¢, ze
LIXY > AMXY = [X,Y]

oraz
(Apptrue) [X,Y] — [X,Y]true —* X,
(Appfalse) [X,Y] — [X,Y]false "V
przynajmniej dla X i Y majacych wartosc.

15.2.3 Liczby naturalne

Uzywajac semantyki call by _value liczby naturalne wygodnie jest reprezentowac
za pomoca numeratow Barendregta (patrz rozdzial 7.7). Wtedy termy

Z = Axzxtrue, ST = \zz.zfalsex = Az [false, z] oraz P~ = Az false

definiujace w A-rachunku podstawowe operacje na tak reprezentowanych liczbach
naturalnych (test zera, nastepnik i poprzednik odpowiednio) maja oczekiwane wta-
snosci, nawet jezeli sg redukowane zgodnie z rozwazang semantyka. Tak wiec dla
wszystkich liczb naturalnych n mamy

Z"07 = (Axztrue)l —" true,

Z™n+1"7 = (Azx true) [false, "n| — [false, "n| true — true false "n' —* false,
ST = (Azxz. zfalsex) 'n — Az zfalse ™ n ="n+ 17,

P~ "™n+ 17 = (\xzfalse) [false, "n| — [false, "n7| false —* "n™.
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15.2.4 Punkty state i rekursja

Sprobujemy teraz pokazaé¢ na dostatecznie ogbélnym przyktadzie, ze klasa funk-

c¢ji obliczalnych zgodnie z semantyka call by_value jest zamkni¢ta ze wzgledu na

rekursje prosta. W tym celu postuzymy sie kombinatorem punktu statego. Jak

zwykle, bedzie nam tez potrzebny term reprezentujacy operacje poprzednika.
Przypusémy, ze f : N — N jest funkcjg taka, ze

f(0)=m oraz f(n+1)=h(f(n),n)

dla wszystkich liczb naturalnych n. Przyjmijmy, ze H jest termem definiujacym
funkcje h (w semantyce call_by_value, tak wiec H " k7™n —* Th(k,n)™). Oczywi-
Scie, term definiujacy funkcje f powinien spetnia¢ rownosé

Fx=if Zx then "m™ else (H (F (P~ x)) (P z)).
Roéwnoscei tej nadamy jednak nieco inna postac:
Fx=(if Zz then \Xt"m™ else (\yt. H (Fy)y) (P~ x)) 1.
Niech teraz
G = Mfz.(if Zx then Xt"m" else (A\yt. H (Fy)y) (P x)) 1.

Term F' mozemy teraz zdefiniowa¢ jako fix G, czyli wynik zaplikowania kom-
binatora punktu statego fix do termu G. Powinniémy jednak uzy¢ specjalnego
kombinatora fix.

Zadanie 15.1 Przesledz, co sie stanie, jezeli w roli operatora punkty statego uzy-
jemy operatora Y lub operatora Turinga ©. O

Niech
fix = fA; Ay, gdzie Ay = Az f(Azz22).

Zauwazmy, ze
fixG = ()\fAf Af) G — AgAG — G()\ZAgAG,Z).
Stad w szczegdlnosci mamy (podkreslone zostaly przeksztatcane redeksy)

fixG'n+1"—

— AgAg"n+17

— G (M. Ag Agz)"'n+ 17

—* (if Z™n+ 1" then AMt"m™ else ((\yt. H (Az Ac Ag2)y)y) (P ™n+17))1
—* (if false then A\t."m™ else ((\yt. H (A2 Ag Ag2)y)y) (P ™n+17))1
—* (Azfalse (AMt™m7) 2) (\yt. H(Az Ag A 2)y)y) (PTn+17)1
—* (Azfalse (At"™m™) 2) (Ayt. H (M2 Ag Ag2)y)y) "n™) 1

— (Azfalse(At"™m ) z) M H (A2 AgAgz)™n")™n )1

— false (At"™m7) (M H (A2 Ag Agz)™n)™n) I

—* (MH((A2AgAgz)™n")™nM) 1

— H((A2AgAg2)™ )™ —=* H(Ag Ag™n7)™n™.
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Jezeli teraz dodatkowo przyjmiemy, ze Ag A¢™n' —* " f(n)™, to otrzymamy,
ze
fixG'n+1"—> AgAc™n+ 17 =" H(Ac Ag™n")™n? =~
=" H"f(n)""n? =" Th(f(n),n)" ="f(n+1)".
Latwo takze przekonaé sie (powtarzajac przedstawione rachunki), ze
fixGT0" — A A0 =" (A\t."m) I — "m™.
W tej sytuacji zasada indukcji matematycznej daje nam, ze

fixG™nm — Ag Ac™n" =" T f(n)”

dla wszystkich liczb naturalnych n. Oznacza to, ze w semantyce call_by_value ter-
my fix G, Ag Ag, a takze bedace wartosciami termy Az fix G x oraz \v Ag Ag x
definiuja funkcje f, o ile funkcja h jest reprezentowana odpowiednim termem.

15.3 Przyklad czeSciowej funkcji A-definiowalnej

W tym rozdziale sprébujemy upiec dwie pieczenie na jednym ogniu.

15.4 Al-rachunek

Patrz lista zadan numer 6.

15.5 An-rachunek i \)-rachunek

Patrz listy zadan o numerach 61 7.

16 Dodatek: wtasno$é <& redukcji rownolegte;j
Lemat 16.1 Relacja redukcji réwnolegtej —,3 ma wtasnosé <, a doktadnie;.

Dowéd. Niech M oznacza term, ktéry przeksztatcamy na dwa sposoby: M —,53 N;
i M —,3 Ny. Lemat dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na budowe termu M.
Dla kazdego rodzaju terméw bedziemy rozwazaé wiele przypadkéw odpowiadaja-
cych roznym dopuszczalnym sposobom przeksztatcania.

Przypadek 1: N, = M. Zawsze mozemy korzystac ze zwrotnosci —, g, czyli prze-
ksztatca¢ nic nie robigc. Wtedy N; przeksztalcamy w K = N; oraz Ny = M tez
przeksztatcamy w Ny = K. Dalej zaktadamy, ze wykonujemy istotne przeksztat-
cenia M.

Przypadek 2: M jest zmienng. Zmiennej nie mozemy redukowaé¢ w istotny spo-

séb.
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Przypadek 3: M = AzM’. Jedyny sposob redukowania abstrakcji Ax M’ to prze-
ksztalcanie termu M’. Po przeksztatceniu na dwa sposoby dostajemy termy AxzNV;
i Ax N, takie, jak na pierwszej czesci ponizszego rysunku.

Ax M’ M’ Ax M’
/ \ . \ / N\
)\.TNl )\.Z'NQ N1 N2 )\ill'Nl )\.CENQ

N S N / N\ 7
? K e K

Termu N; i Ny sg takie, jak w $rodkowej cze$ci rysunku. Dla nich znajdujemy
term K korzystajac z zalozenia indukcyjnego. Term ten ma wtasnosci pokazane
na ostatniej czesci rysunku.

Przypadek 4: M jest aplikacja, ktora nie jest redeksem, lub w zadnym przypadku
nie jest redukowana jak redeks. Dowdd jest analogiczny do dowodu z poprzedniego
przypadku.

M M2 M M2
7 N\ / N\ / N\
NiN? Ny N3 Ni Ny Nt N3
N\ 7 N\ / N\ /
? K? K?
M, M,
/ \
NiN? N, N3
\ /
K'K?

Przypadek 5: M jest redeksem redukowanym w mieszany sposob, jako redeks i
jako zwykta aplikacja.

(AxM)N
/ N\
(\zM)N, Mijz = Ny]
N\ /
?
M N
7 N\ VRN
M, My = M} Miz:=No] N, No
\ / / / NS
M, = M  M=K] K



/ N\
(AzMy) N, Mz = Ny
N\ /
M,z := K] = M.z := K]
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