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Zad. 1. Przeanalizuj rozne sposoby redukcji kolorowych redekséw w termach
Az zz)"(I) lub (AzAyyzx)"(I) (moze te termy maja jakas interpretacje?).

Zad. 2. Niech M bedzie termem z kolorowymi redeksami, a C(M) niech oznacza
dhugosé najdtuzszego ciagu redukeji (w jednym kroku) zaczynajacego sie termem
M 1 konczacego sie postacig normalng termu M. Udowodnij, ze istnieja ciag coraz
dhuzszych termoéow My, My, ... i liczba rzeczywista c taka, ze

26.1)” < C(Mn> < 2Un7

gdzie v, jest liczbg wystapien zmiennych w termie M,,.

Al-rachunek. Rozwazamy rachunek lambda ze zbiorem termoéw speliajacym do-
datkowy warunek ograniczajacy tworzenie abstrakcji. Definicje zbioru AI-terméw
otrzymujemy zastepujac w zwyktlej definicji A-terméw warunek dotyczacy abstrak-
¢ji warunkiem postaci

jezeli x € V1 M jest A-termem takim, ze x € FV (M), to Al-termem jest
tez Ax M.

W ten spos6éb numerat Churcha reprezentujacy 0, a takze termy reprezentujace w
rachunku A prawde i falsz przestaja by¢ poprawnymi termami. Poza tym prawie
nic nie zmieniamy. Rachunek Al to rachunek z termami takimi, jak I, w przeci-
wienstwie do zwyktego A-rachunku, ktéry czasem jest okreslany jako A K-rachunek,
czyli rachunek dopuszczajacy termy takie, jak K.

Zad. 3. Pokaz, ze zbiér \I-terméw jest zamkniety ze wzgledu na 3-redukcje, a wiec
jezeli M jest AM-termem i M —g N, to N tez jest AI-termem.

Zad. 4. Przypusémy, ze mamy A-term M z dwoma kolorowymi redeksami: zielo-
nym i czerwonym. Redukujac zielony redeks w termie M otrzymujemy term N.
Pokaz, ze w termie N jest czerwony redeks. Podaj tez przyktad swiadczacy o tym,
ze fakt ten nie zachodzi dla dowolnych A-terméw.

Zad. 5. Przypusémy, ze mamy A-termy M i N z zielonymi redeksami takie, ze
M — N (w M redukujemy dowolny redeks, niekoniecznie zielony, kolorowanie N
powstato z kolorowania M w wyniku dokonanej redukeji). Niech M’ i N’ beda
odpowiednio postaciami normalnymi M i N w sensie redukcji zielonych redeksow
(redukujemy tylko zielone redeksy, wszystkie). Wiemy (skad?), ze M’ — N'. Jak
mozna wzmocni¢ teze, jezeli dodatkowo zalozymy, ze M jest AI-termem.

Zad. 6. Udowodnij nastepujace twierdzenie: Dane sa Al-termy M i N takie, ze
M — N. Jezeli istnieje nieskonczona redukcja My — M; — My — ... zaczy-
najaca sie termem My, = M, to istnieje tez nieskonczona redukcja zaczynajaca
sie¢ termem N. Wskazdéwka: Wskazane jest korzystanie z poprzednich zadan. Naj-
pierw kolorujemy np. na zielono redeks, ktory umozliwia przeksztatcenie termu M
w term N. Jezeli M jest termem z kolorowymi redeksami, to takie sg tez wszystkie
termy otrzymane z My w wyniku S-redukcji, w tym termy My, My, M3, ... Kazdy z
tych termow sprowadzamy do postaci normalnej dla redukeji kolorowych redeksow.
Przyjmijmy, ze taka postacia normalng termu M; jest M!. Ciag M/, M{, M, ...
mozna uwazaé za nieskonczong redukcje termu N.

Zad. 7. Wywnioskuj z poprzedniego zadania, ze jezeli istnieje nieskonczona reduk-
cja zaczynajaca sie Al-termem M, to term M nie ma postaci normalnej.

n-reguta i A\n-rachunek Rozszerzamy rachunek lambda o nowe sposoby dowodze-
nia réwnosci (zachowujac dotychczasowe) lub o nowe réwnosci:



1) o np-redukcje Ae.Mx —, M dla z ¢ FV (M), a wiec w szczegdlnosci przyj-
mujemy, ze \x. Mz =, M,

2) o regule ekstensjonalnosci stwierdzajaca, ze jezelixz € FV(MN)i Mx = Nz,
toM =N,

3) o réwnosé¢ I = ¢.

Zad. 8. Pokaz, ze w kazdym z tych przypadkéw, w rozszerzonym A-rachunku mo-
zemy dowies¢ doktadnie te same réwnosci i sg wsrod nich takie, ktérych nie udo-
wodnimy w zwykltym A-rachunku.



