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Zad. 1. Zdefiniuj na dwa sposoby term reprezentujacy funkcje f(n) = n!, uzywajac
kombinatora punktu stalego i korzystajac z numeratow Churcha jako iteratoréw.
Mozna korzysta¢ z wyrazen reprezentujach w A-rachunku nastepnik, poprzednik,
mnozenie itp. funkcje.

Zad. 2. Znajdz term, ktéry A-definiuje funkcje Ackermanna A spelniajgcg rownosci
A(0,n) =n+1, A(m+1,0) = A(m, 1) oraz A(m+1,n+1) = A(m, A(m+1,n)).

Zad. 3. Znajdz term C' taki, ze C "n' = C, dla wszystkich n € N, czyli term
pozwalajacy przeksztatca¢ numeraly Barendregta w numeraty Churcha.

Zad. 4. Znajdz term H taki, ze Hc,2 = ¢, (lub analogiczny term dla literatéw
Barendregta).

Zad. 5. Niech f : N2 — N bedzie catkowita funkcjg rekurencyjna. Znajdz cigg A-
termow Xo, X1, Xo, ... taki, ze X,, X;, = Xj( ) dla wszystkich m,n € N. Wska-
zéwka. Probujemy tak zdefiniowaé term X,,, aby z niego dato sie odczytaé c,.
Wtedy aplikujac X, do X,, powinniSmy wyznaczy¢ c,, i ¢,, nastepnie wyliczy¢
Cf(m,n) 12 tego termu utworzy¢ Xy, ). Najprostszy pomyst definiowania X, jako
[A, cn] = Az. zAcy, tez daje dobry rezultat.

Zad. 6. Znajdz ciag A-terméow X, X, Xo, ... taki, ze
Xo=85 oraz X, = X, X110

dla wszystkich n € N. Wskazéwka. A moze uznaé, ze mamy jednak dang induk-
cyjna definicje ciagu Xg, X1, Xo, ..., mimo ze wyglada ona absurdalnie.

Zad. 7. Udowodnij nastepujaca wersje twierdzenia o punkcie statym: dla kazdych
dwoch A-terméw F' i G istnieja A-termy A i B takie, ze FAB = A1 GAB = B.

Zad. 8. Niech a i b bedg funkcjami naturalnymi zdefiniowanymi przez jednoczesna
indukcje wzorami a(0) = 0, b(0) = 0,

aln+1) = { a(n) +1 jezeli b(n) >0 .
0 W przeciwnym razie
oraz
b(n) —1 jezeli b(n) >0
a(n) +1 w przeciwnym razie °

b(n—l—l):{

Co to za funkcje? Korzystajac z poprzedniego zadania pokaz, ze sa reprezentowalne
w A-rachunku.

Zad. 9. Pokaz, ze istnieje M taki, ze dla kazdego N mamy MN = M M.
Zad. 10. Pokaz, ze dla dowolnego termu M i dowolnej zmiennej x istnieje term F
taki, ze F' =g Mz := F].

Zad. 11. Przyjmijmy, ze W = Azyf.f(yzyf) oraz A = WWW. Pokaz, ze A jest
kombinatorem punktu statego. Sprobuj uogolni¢ Twoje uzasadnienie. Albo jeszcze
inaczej przyjmijmy, ze Ay = WMW. Dla dowolnego termu (statego) M term A,
tez jest kombinatorem punktu statego.



Zad. 12. Nastepujace warunki sa rownowazne:
1) SIM =M,
2) MF = F(MF) dla wszystkich terméw F'.

Wskazowka: Jezeli Mf =5 f(Mf) dla zmiennej f ¢ FV(M), to w A-rachunku
term M jest rowny pewnej abstrakeji. Stad M =3 Af.M f. Uzasadnienie wskazowki
wymaga zwykle pewnej wiedzy, ktéra nie zostata jeszcze wytozona.

Zad. 13. Termy Y (SI), Y?(SI) sa operatorami punktéw stalych. To samo dotyczy
terméw postaci Af.(Azz. f(zxz))(Azz. f(xxz))M.

Zad. 14. Pokaz, ze Y (SI) —5 O, gdzie Y = Af.(A\x.f(zz))(Az.f(zx)), a © jest
kombinatorem Turinga (Axf. f(zz f))(A\xf. f(zz f)).



