Lista zadan z rachunku lambda nr 3
16 marca 2019

Zad. 1. Udowodnij, ze jezeli x # y oraz x,y ¢ FV(L), to
Mlz = Nlly == L] = My := L[z := Nlly := L].

Zad. 2. Udowodnij, ze jezeli x # y, x ¢ FV (L), a takze term N jest podstawialny
zax w M, to

Zad. 3. Przyjmijmy, ze
P = Avyz. x(Apg.q(py)) (K 2)1.

Pokaz, ze Pcy = cg oraz Pc,y1 = ¢, (symbol ¢, oznacza numerat Churcha). Moze
komus uda sie odtworzy¢ sposéb myslenia tworcy, ktory znalazt taki term P?

Zad. 4. Relacja réownolegtej [-redukeji (w jednym kroku) —,s jest najmniejsza
relacja w zbiorze A-terméw (klas abstrakeji a-konwersji) spelniajaca

1) M—>Tg M,

2) jezeli M —,3 My, N —,3 Ny i N; jest podstawialny za zmienng = w termie
Ml, to ()\iCM)N —rB Ml[l' = Nl];

3) jezeli M —,3 M, oraz N —,3 Ny, to MN —,.3 My Ny,
4) jezeli M —,5 My, to AeM —,5 A\xM,.
Wyjasnij intuicyjnie réznice miedzy fS-redukcja i rownolegly G-redukcja, a ponadto
1) pokaz, ze relacja —,43 jest zgodna z dziataniami,
2) udowodnij, ze —g C —,3 C —»pg,
3) wywnioskuj z poprzedniego punktu, ze redukcje —»3 i —»,5 sa identyczne.

Zad. 5. Rozszerzymy nieco pojecie A-termu dopuszczajac stosowanie wielu roz-
nych operatorow \. Zwykty operator bedziemy okresla¢ jako bezbarwny, pozostate
— jako kolorowe. Mozemy mie¢ wiele rodzajow kolorowych operatorow, na razie
bedziemy je oznacza¢ wspélnym symbolem A. Potrzebne nam beda termy z ko-
lorowymi redeksami. Definiujemy je analogicznie, jak A-termy, w koncu bedziemy
je uwazac za klasy abstracji a-konwersji. Definiujac termy z kolorowymi redeksa-
mi przepisujemy literalnie definicje a-termu (w szczegdlnosci tworzac abstrakcje
uzywamy wylacznie bezbarwnego operatora A) i dodajemy do niej jeszcze jeden
warunek pozwalajacy z dwoch terméw z kolorowymi redeksami M i N utworzy¢
term z kolorowymi redeksami bedacy redeksem (AxM)N. Wykonujac podstawienia
ignorujemy kolory operatoréw, ale takze ich nie zmieniamy. Teraz dla takich ter-
moéw standardowo definiujemy G-redukcje. Relacje (AxM)N —3 M|z := N] (tylko
dla kolorowych redekséw) najpierw rozszerzamy do relacji zgodnej, nastepnie do
przechodniej i zwrotnej, w konicu do symetrycznej (nie wprowadzamy specjalnych
oznaczen). Udowodnij, ze dla kazdego termu z kolorowymi redeksami M istnieje
term N bez kolorowych redeksow taki, ze M —»5 N. Wskazowka: trzeba prze-
analizowa¢ odpowiednie przyktady, np. (Az zx)(Az zx), i zastanowi¢ sie dlaczego
A-termy mozemy redukowaé¢ w nieskonczonosé, dlaczego stale moga pojawiaé sie
nowe redeksy i jak temu mozna przeciwdziata¢ w przypadku kolorowych redeksow.



Zad. 6. Jezeli stopien wyjsciowy kazdego wierzchotka grafu Gz(M) jest dodatni,
to w tym grafie istnieje nieskonczona Sciezka. Jezeli kazda Sciezka w grafie jest
skonczona, to graf jest skonczony i ma wierzchotek o stopniu wyjsciowym 0.

Zad. 7. Narysuj grafy Gg(M) dla termu M takiego, ze M = AA, gdzie A =
Az.(Ay.yy)x.

Zad. 8. Skonstruuj term M taki, ze Gz(M) sklada si¢ z czterech wierzchotkow
M = My, My, My, Mj takich, ze M; — M;\ 1 moq 4 dlai =0,1,2,3 (i nie ma innych
potaczen w tym grafie). Uogdlnij konstrukcje na dowolna liczbe wierzchotkéw.

Zad. 9. Skonstruuj term M taki, ze Gz(M) sktada si¢ z trzech wierzchotkow M =
My, My, My takich, ze M; — M, oraz M; — M; 1 moa 3 dla @ = 0,1 (i nie ma
innych poltaczen w tym grafie).

Zad. 10. Pokaz, ze nie istnieje wyrazenie M takie, ze graf Gg(M ) ma pie¢ elemen-
tow takich, ze M — K; oraz K; — N dlai = 0,1,2 (i nie ma innych potaczen w
tym grafie).

Zad. 11. Pokaz, ze jezeli M = AAx 1 A = azz.z(aax), to graf Gz(M) zawiera

jako podgraf graf krawedzi szeScianu (a nawet graf krawedzi kostki euklidesowej
dowolnego wymiaru).

Czes$¢ 2. Zadania dodatkowe o grafach redukcji, wszystkie, niemal kazde
jest znalezione, w wiekszosci u Barendregta.

Definicja. Dla A-wyrazenia M bedziemy rozwazaé graf skierowany Gg(M). Wta-
Sciwie jest to multigraf, ktory moze mie¢ wiele krawedzi miedzy dwoma wierzchot-
kami. Wierzchotkami tego grafu sa termy N (klasy abstrakcji relacji a-konwers;ji)
takie, ze M —» 3 N. Wierzcholki Ny i Ny sa polaczone krawedzig (od pierwszego
do drugiego), jezeli Ny —5 N» (redukcja pewnego redeksu w termie N; daje term
NQ).

Zad. 12. Jezeli stopien wyjsciowy kazdego wierzchotka grafu Gz(M) jest dodatni,
to w tym grafie istnieje nieskonczona Sciezka. Jezeli kazda Sciezka w grafie jest
skonczona, to graf jest skonczony i ma wierzchotek o stopniu wyjsciowym 0.

Zad. 13. Narysuj grafy Gz(M) dla nastepujacych wyrazen M:
1) M = II(II]),

2) M =WWW, gdzie W = \xy.xyy,

3) M =WI(WI), gdzie W = \zy.zyy,

4) M = AA, gdzie A = \z.(A\y.yy)z,

5) M = (A\x.lzx)( Az Ixx),

6) M = (M\x.(zzx))(A\x.I(zz)),

7) M = HIH, gdzie H = \zy.x(\z.yzy)z,

8) M = PQ, gdzie P = Au.ulu oraz Q = \xy.xyl(zy)
)

9) M = LLI, gdzie L = \zy.x(yy)z.



Zad. 14. Skonstruuj term M taki, ze Gz(M) sklada sie z czterech wierzchotkow
M = My, My, My, M3 takich, ze M; — M;i1 moqa 4 dla i = 0,1,2,3 (i nie ma innych
potaczen w tym grafie). Uogélnij konstrukcje na dowolna liczbe wierzchotkéw.

Zad. 15. Skonstruuj term M taki, ze Gg(M) sktada si¢ z czterech wierzchotkow
M = My, My, My, My takich, 7e M; — Mty moa 4 i My — M; dla i = 0,1,2,3
(i nie ma innych potaczenn w tym grafie). Uogdlnij konstrukecje na dowolna liczbe
wierzchotkéw.

Zad. 16. Skonstruuj term M taki, ze Gz(M) sklada si¢ z trzech wierzchotkow
M = Mo, Ml, M2 takich, ze Mz - Mi+1 oraz Mz - Mi—l mod 3 dla i = 0, 1 (1 nie
ma innych potaczen w tym grafie).

Zad. 17. Skonstruuj term M taki, ze Gz(M) sklada si¢ z trzech wierzchotkow
M = Mo, Mla M2 takich, ze Mz — Mi+1 mod 3 dla i = 0, 1, 2 oraz Ml - MO (1 nie
ma innych polaczen w tym grafie). Tego zadania moze nie da sie rozwiazac.

Zad. 18. Skonstruuj term M taki, ze Gz(M) sklada si¢ z trzech wierzchotkow
M = My, My, My takich, ze M; — M; ., oraz M; — M; dla i = 0,1 (i nie ma
innych potaczenn w tym grafie).

Zad. 19. Skonstruuj term M = My, taki, ze Gg(M) sklada si¢ z nieskonczenie

wielu wierzchotkow M;; dla 4,5 € N, ¢ < 3 takich, ze M;; — M;i1 mod 3 1
M;; — M; ;41 dla wszystkich mozliwych ¢ = 0,1,2, j € N (i nie ma innych
potaczen w tym grafie).

Zad. 20. Pokaz, ze jest dokladnie jeden term M z jednoelementowym grafem
Gg(M), taki ze M — M.

Zad. 21. Pokaz, ze nie istnieje wyrazenie M takie, ze graf Gg(M ) ma pieé elemen-
téw takich, ze M — K; oraz K; — N dla ¢ = 0,1,2 (i nie ma innych polaczen w
tym grafie).

Zad. 22. Pokaz, ze jezeli M = AAx i A = daxz.z(aax), to graf Gz(M) zawiera

jako podgraf graf krawedzi szescianu (a nawet graf krawedzi kostki euklidesowej
dowolnego wymiaru).



