Egzaminacyjna lista zadan z Rachunku Lambda.

Antoni Koscielski

(Zagadnienia poruszone na wykladzie i przykltadowe zadania, prosze zwrécié
szczegblna uwage na 1) definicje, 2) twierdzenia, a takze 3) dowody twierdzen)

1 Algebry kombinatoryjne

Aby byé¢ w zgodzie z terminologia Barendregta powinnismy sie postugiwaé¢ na-
stepujacymi pojeciami: algebra aplikacyjna to algebra z dwuelementowym dzia-
laniem, algebra kombinatoryjna (kombinatoréw) to algebra aplikacyjna z dwoma
elementami K i S o wiadomych wtasno$ciach, czesto zaklada sie dodatkowo, ze
jest przynajmniej dwuelementowa.

Kombinatory S i K. Twierdzenie wyrazajace gtéwng wlasnosé algebr kombina-
toryjnych, czyli kombinatoryjng zupetos¢. Dowdd tego twierdzenia.

Zad. 1.1. WyraZ za pomoca kombinatoréw S i K termy Z taki, ze Z fgx = f(gz) oraz
U taki, ze Uzy = xx.

Zad. 1.2. Pokaz, ze algebra kombinatoryjna o przynajmniej dwoch elementach jest
nieskonczona.

Zad. 1.3. Troche modyfikujemy definicje algebry kombinatoryjnej (nie zmieniajac na-
zwy). Jest to teraz algebra z czterema statymi S, I, B, C spelniajacymi prawa

Szyz = x2(yz), Ir =x, Bryz =x(yz) oraz Cxyz = xzy.

Pokaz, ze dla kazdego wyrazenia t(z1,...,x,), w ktérym wystepuja zmien-
ne ri,...,xr, w takiej algebrze istnieje term staty T' taki, ze T'xy ... x,, =
t(l’l, Ce ,xn).

2 Sprzecznos$¢ termoéw w algebrach kombinatoryjnych i A-
rachunku

Termy P i () sa niezgodne, jezeli w algebrze aplikacyjnej, w ktérej zachodzi rownosé
P = @, ewentualnie w A-rachunku uzupetnionym o réwnosé¢ P = () mozna dowiesé
rownos$¢ dowolnej pary termow. Mowimy, ze teoria jest sprzeczna, jezeli mozna w
niej uzasadni¢ wszystkie rownosci. Teoria w tym kontekscie to zbiér réwnosci,
ktore mozna uzasadni¢ w jakiejs wersji A-rachunku lub zbiér rownosci spetnionych
w jakiejs algebrze aplikacyjne;j.

Zad. 2.4. Pokaz, ze z kazdej z nastepujacych réwnosci

(a) K = K1,
(b) K =1,
(c) S=K



Zad. 2.5.

Zad. 2.6.

Zad. 2.7.

(d) zz = zy
(e) I = \zx.xax
wynika rownos¢ X = Y dla dowolnych terméw X i Y. Méwiagc w innym

jezyku, jezeli w pewnej algebrze aplikacyjnej zachodzi przynajmniej jedna z
podanych réownosci, to jest to algebra jednoelementowa.

Pokaz, ze jezeli w algebrze aplikacyjnej dziatanie jest taczne lub przemienne,
to jest to algebra jednoelementowa.

Udowodnij, ze nie istnieje A\-term F' taki, ze F(MN) = M dla wszystkich
terméw M i N, chyba ze rachunek A jest sprzeczny.

Pokaz, ze termy Azsz.s(zsz) oraz Arsz.rs(sz) definiuja (dla numeratéw
Churcha) operacje nastepnika i sa niezgodne.

3 Formalizacja A-rachunku

Redeksy, relacje a- i (-redukcji, relacje —g, —3 i =g. Posta¢ normalna termu.
Chyba nie musze przypominaé, ze znajomos¢ podstawowych definicji jest bardzo

wazna.
3.1 Obliczenia w A-rachunku
Zad. 3.8. Upros$¢ A-term do postaci normalnej
(a) (Ay.yyy)((Aab.a)I(55))
(b) (A\yz.zy)((Az.zzxz)(Ar.xzx))(Aw.T),
(c) SSSSSSS.
(d) (Azyz.zyx)aa(Apq.q),
(e) SKSKSK.
Zad. 3.9. Zadania o grafach G(M), patrz odpowiednia lista zadan.
Zad. 3.10. Czy w A-rachunku jest prawdziwa réwnosé¢ (Ay.(Az.M))N = Az.((Ay.M)N)?
Ewentualnie, w jakich przypadkach ta réwnos¢ jest prawdziwa? Oczywiscie,
x 1y to réozne zmienne.
3.2 Ekstensjonalnosé
Zad. 3.11. Rozszerzamy rachunek lambda o nowe sposoby dowodzenia réwnosci (zacho-

wujac dotychczasowe) lub o nowe réwnoscei:
(a) o n-redukcje Aoe.Mx —, M dla z ¢ FV (M), a wiec w szczegdlnosci
przyjmujemy, ze \x.Mx =, M,

(b) o regute ekstensjonalnosci stwierdzajaca, ze jezelix ¢ FV(MN)i Mx =
Nz, to M = N,

(¢) oréwnosé I = ¢;.

Pokaz, ze w kazdym z tych przypadkéw mozemy dowies¢ doktadnie te same
rOWnNOosci.



Zad. 3.12. Pokaz, ze w A-rachunku rozszerzonym o dodatkowa regute dowodzenia réw-
nos¢ (regule ekstensjonalnosci) stwierdzajaca, ze z rownosci Mx = Nz ta-
kiej, ze x ¢ FV(M)UFV (N) wynika M = N, daje si¢ wyprowadzi¢ réwnosé
Az, x(Nz.xz) = Az, zx.

4 Formalizacja wartosci boolowskich i liczb naturalnych

Numeraty Churcha i Barendregta. Systemy liczbowe

Zad. 4.13. Przedstaw odpowiednie definicje zwiazane z reprezentacja w rachunku lamb-
da wartosci boolowskich, operacji logicznych, par uporzadkowanych, liczb
naturalnych. Czy te reprezentacje sg poprawne? Dlaczego. Zdefiniuj w ra-
chunku lambda najwazniejsze operacje zwiazane z wartosciami boolowskimi
i liczbami naturalnymi.

Zad. 4.14. Przyjmijmy, ze
P = Azyz. x(Apq.q(py))(K2)1.
Pokaz, ze Pcy = ¢y oraz Pc,11 = c,.

5 Punkty state

Twierdzenia o punkcie staltym. Dowody twierdzen o punkcie statym. Operatory
punktéw statych: Af.(Az.f(zx))(Aw. f(zx)), Az f.f(zxf)) Az f.f(xx f)) oraz A\f. Af Ay,

gdzie Ay = Az. f(Az. xxz). Zastosowania. Punkty state sa wazne.

Zad. 5.15. Pokaz, ze dla dowolnego termu M i dowolnej zmiennej x istnieje term F' taki,
ze F =5 Mz :=F].

Zad. 5.16. Pokaz, ze istnieje M taki, ze dla kazdego N mamy MN = M M.
Zad. 5.17. Pokaz, ze Y(SI) —35 O, gdzie Y = A f.(Az.f(zx))(Az. f(xx)), a © jest zdefi-

niowane w jednym z poprzednich zadan.

6 M-obliczalnos¢

Definicja A-obliczalnosci. Funkcje rekurencyjne catkowite i czesciowe.

Zad. 6.18. Udowodnij, ze jezeli catkowite funkcje f,g,h : N> — N sa A-obliczalne, to
A-obliczalna jest tez funkcja k : N> — N zdefiniowana wzorem k(z,y) =

flg(z,y), h(z,y)).

Zad. 6.19. Zdefiniuj na dwa sposoby term reprezentujacy funkcje f(n) = n!. Z operato-
rem punktu statego i korzystajac z numeratéw Churcha jako iteratorow. Moz-
na korzystaé¢ z wyrazen reprezentujach w A-rachunku nastapnik, poprzednik,
mnozenie itp. funkcje.

Zad. 6.20. Znajdz term H taki, ze He,2 = ¢, (lub analogiczny term dla literatéw Ba-
rendregta).

Zad. 6.21. Funkcje definiowana przez rekursje prosta wzorami f(0,n) = g(n) oraz
f(m+1,n) = h(f(m,n),m,n) mozna zdefiniowaé iterujac funkcje k(|a, b]) =
la + 1, h(b,a,n)] i zauwazajac, ze k™ ([0, g(n)] = [m, f(m,n)]. W A-rachunku
iteracje tatwo wyrazi¢ korzystajac z literatow Churcha.

Zad. 6.22. Reprezentowanie w A-rachunku funkcji definiowanych przez operacje mini-
mum.



7 Twierdzenie Churcha-Rossera

Réwnolegla G-redukcja =4 (definicja). Twierdzenie Churcha Rossera. Bardzo waz-
ne jest pierwsze zadanie z tej czesci. Dowodzenie, ze dwa termy nie sa (A-, (-, 7)
rowne.

Zad. 7.23. Opowiedz o dowodzie twierdzenia Churcha Rossera. Wykaz podstawowe kon-
sekwencje twierdzenie Churcha-Rossera takie, jak niesprzecznosé¢ A-rachunku
i jednoznacznos¢ postaci normalne;j.

Zad. 7.24. Czy zachodza réwnosci (Azyz.(xz)(yz))\u.u =5 (Av.vdyzu.u)\e.x oraz
(Azy.zAz.2)Aa.a =5 (Ay.y)A\bz.z.

8 Kolorowe redeksy

Redukcja terméw z kolorowymi redeksami i jej wtasnosci. Rozumowania dotyczace
redukcji kolorowych redeksow, byto kilka ciekawych. Dla przypomnienia: zostato
wspomniane (bez dowodu) twierdzenie Churcha-Rossera, np.: jezeli dwa termy z
kolorowymi redeksami sg (3-réwne, to oba mozna zredukowaé¢ w sensie kolorowej
0B redukcji do tego samego termu, mozna z niego wyprowadzi¢ jednoznacznosé
postaci normalnej (dla kolorowej redukeji), zostal podany tatwy i efektywny sposéb
szukania redukowania termu do postaci normalnej (w szczegélnosci taka postaé
normalna istnieje dla kazdego termu), zostalo dowiedzione twierdzenie o silnej
normalizacji, uzywajac terméw ze zmiennymi z wagami. Wazny jest dowdd tego
twierdzenia, a wtasciwie jego idea.

Zad. 8.25. Wymien wtasnosci redukcji terméw z kolorowymi redeksami. Jakie wlasnosci
roznig te redukcje i f-redukcje.

Zad. 8.26. Pokaz, ze term z n kolorowymi redeksami moze zosta¢ zredukowany do po-
staci normalnej (w sensie redukeji z kolorowymi redeksami) w n krokach.

9 Normalna redukcja, obliczalnosé

Ten temat nalezy rozszerzy¢ o inne sposoby rodzaje redukcji (strategie reduko-
wania wyrazen A rachunku) opr6cz normalnej, a wiec o redukcje quasi-normalna,
standardowg itp. Wazne jest, czy redukcja gwarantuje znalezienie postaci normal-
nej, o ile ta istnieje, i dlaczego. Czasem nalezy dostosowywaé wyrazenia do sposobu
redukcji, patrz czesé 1 listy 4.

Zad. 9.27. Przypusémy, ze M — N. Przyjmijmy, ze A-termy M’ i N’ otrzymujemy
redukujac odpowiednio w termach M i N najbardziej lewy (pierwszy) redeks.
Pokaz, ze M" — N'. Podaj przyktad swiadczacy o tym, ze na ogdt M’ /» N.
Wskazowka: oczywiscie, w tym zadaniu przydatne sg termy z kolorowymi
redeksami. Trudno jednak pokolorowaé redeksy od razu, na poczatku. Raczej
trzeba to robi¢ stopniowo.

Zad. 9.28. Ciag redukcji My — M; — My — ... (raczej nieskonczony) nazywamy
quasi-normalnym, jezeli w tym ciggu dowolnie daleko wystepuja redukcje, w
ktorych jest redukowany najbardziej lewy redeks. Pokaz, ze jezeli dla termu
M istnieje nieskonczony, quasi-normalny ciag redukcji M = My — M; —
My — ..., to term M nie ma postaci normalnej. Wskazéwka: skorzystaj z
poprzedniego zadania i twierdzenia o normalizacji.



Zad. 9.29.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
Zad.

10

(a) Pokaz, ze At/ WWW = wsws dla W = Azy.zyy i ws = Az : zaw.
(b) A\ B, =B, dla B, =A,A, 1A, = \p.pp=z.

Systemy typow

Proste systemy typow Curry’ego i ewentualnie Churcha. Definicje systeméw i pod-
stawowe wlasnosci. Rozstrzygalnosé relacji typowania i odpowiedni algorytm. Na-
lezy spodziewaé si¢ na egzaminie czego$ o systemie typow. Opis logiczny zbioru
typow: odpowiednia logika, aksjomaty, pojecie dowodu, twierdzenie o dedukcji.
Odpowiednio$é Curre’go-Howarda. System typéw polimorficznych A2, definicja,
typ termu A\z.xx.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

10.34.

11
11.35.

11.36.

typ tego termu.
Zmajdz najbardziej ogélne typy (jezeli istnieja) nastepujacych terméw

(a) numeratéw Churcha,
(b) Axy.xyy, SII, A\xy.y(Az.z(yx)),

(c) AA, AB, BA, CC, AAA, ABA, BAB, CCC, gdzie A = \zyz.x(yz),
B = \zy.xy, C = A\zyz.xzy (zadania Tomasza Wierzbickiego).

Zmajdz termy M i N takie, ze
(a) M:(a—pF) = (8—7)—=(a—1)
(b) N:(((a—B) = B) = B) = (a— ).

Uzasadnij, ze wskazane przez Ciebie termy maja odpowiedni typ. Podaj do-
wod tego typu (czyli pewnej formuty) w logice intuicjonistycznej.

Jakie sa typy terméw takich, jak (Azy.yx) ¢, ¢m, (ATY. yT) ¢y n, (Ax.22) )
w systemie typoéw prostych, a takze w systemie A\2.

Pokaz, ze zaden A-term bez zmiennych wolnych nie jest typu ((a — ) —
a) — a.

Rézne (czasem trudne)

Jezeli term M jest rozwiazalny, to jest niezgodny z Y K.

Term Y (Acab.b(cb(ca))) zaaplikowany do I i K1 redukuje si¢ do I (jest roz-
wiazalny), ale nie postaci normalnej.



