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1 Hydra lernejska

To takie mite zwierzatko, ktore ma wiele gtow. Co ciekawsze, jezeli utnie si¢ mu
jakas, to natychmiast wyrastaja mu inne. Dokladniej, to stworzenie informaty-
cy powinni sobie wyobraza¢ jako drzewo skonczone. Korzen drzewa to miejsce
z ktoérego wyrastaja skomplikowane szyje zakonczone gtowami. W interpretacji
informatycznej glowy to liscie. Pozostate wezty drzewa to miejsca, w ktorych te
skomplikowane szyje mogg sie rozgatezia¢. Niektorzy z nas nie lubig hydr i probuja
ucigé im glowy, nawet wszystkie. Jednym cieciem miecza mozemy hydre pozbawié
jednej gtowy. Dla informatykéw uciecie gtowy hydrze jest tak proste, jak pozba-
wienie drzewa jednego liscia.

Jezeli ucieliSmy hydrze glowe wyrastajaca bezposrednio z tutowia (usuwamy
lis¢ wyrastajacy z korzenia) to nic wiecej sie nie dzieje, a hydra jest tylko nieco
zaniepokojona. W przeciwnym razie hydra tworzy mnéstwo nowych gtéw. Skupmy
sie na wezle T', z ktérego wyrastata odcieta gtowa. Wezel T mozemy uwazaé za
korzen pewnego poddrzewa drzewa, jakim jest hydra. Hydra tworzy tyle kopii te-
go poddrzewa, ile gtow jej dotychczas odcieto. Nastepnie wszystkie korzenie tych
poddrzew dotacza do wezta, z ktérym jest potaczony wezet T' (do wezta poprze-
dzajacego T, do rodzica T').

Szczegdltowe whasnosci hydr nie sg jednoznacznie opisane w literaturze, nawet
starozytnej. Mozemy umoéwic si¢, ze zajmujemy si¢ hydrami opisanego rodzaju.
Nieco lepiej jest uwaza¢ hydre nie tyle za drzewo, co za pare ztozong z drzewa i
liczby naturalnej mowiacej, jak bardzo hydra sie rozrasta po ucieciu jej kolejnej
glowy. Pozostaje jeszcze problem, co sie dzieje z hydra po ucieciu jej wszystkich
gtow. W naszym modelu dostajemy wtedy drzewo ztozone tylko z jednego wezta,
korzenia. Moze to takze jest 1is¢? Przyjmijmy, ze jest to malenka hydra z jedng nie-
Smiertelng gtowa, ktora natychmiast staje si¢ zielonoztoty jaszczurke, ktora moze
wadzi¢ tylko zwyrodnialcom.

1.1 Zadania

Zad. 1. Czy hydre lernejska mozna pozbawi¢ wszystkich gtow? (W jakis by¢ moze
specjalny sposéb.)

Zad. 2. Czy hydre lernejska mozna pozbawi¢ wszystkich gtow tnac je jakkolwiek,
bez planu?

Zad. 3. Czy da sie obliczy¢, ile gtow trzeba obciaé¢ konkretnej hydrze lernejskiej,
aby pozbawié ja wszystkich.

1.2 Troche wiecej terminologii

O glowie (liciu) méwimy, ze jest na poziomie 1, jezeli jest potaczona z korzeniem
(z liscia do korzenia mozna przejs¢ Sciezka dtugosci 1).

O gtowie (lisciu) méwimy, ze jest na poziomie 2, jezeli jest polaczona z ko-
rzeniem Sciezka dlugosci 2. Analogicznie definiujemy glowy (liscie) na dowolnym
poziomie n.

Gromadg gtéw nazywamy zbiér wszystkich gtow wyrastajacych z pewnego we-
zla, czyli zbioér wszystkich glow (lisci) potaczonych z ustalonym weztem Sciezka
dhugosci 1.



Glowe nazywamy zwykla, jezeli wyrasta z wezta, w ktérym zaczynaja sie wy-
tacznie $ciezki dtugosci 1 (rzecz jasna, idac w kierunku lisci). Oczywiscie, mozemy
tez méwic¢ o zwykltych gromadach gtow, ztozonych ze zwyktych gtow. W przeciw-
nym razie, gtowe i gromade gléw nazywamy istotna.

Co prawda hydra nam niczym nie grozi, ale bedziemy nietadnie méwi¢ o walce
z hydra. Mozemy ewentualnie za zwyciestwo hydry uznaé¢ przedtuzenie walki w
nieskonczono$¢. Walke czesto bedziemy prowadzi¢ zgodnie z rycerskimi zasadami
ograniczajacymi naszg swobode dziatania. Oczywiscie, bedzie nas interesowal wy-
nik takiej walki. Bedziemy wiec dowodzi¢ twierdzenia nastepujacej postaci: jezeli
bedziemy stosowac jakis tam zestaw rycerskich zasad, to bez wzgledu na to z jaka
hydra przyjdzie nam walczy¢, walka nie bedzie trwala nieskonczone dtugo. Zwy-
kle bedzie to oznaczaé, ze walka bedzie musiata zosta¢ przerwana, poniewaz nie
bedziemy w stanie juz walczy¢ zgodnie z zadaklarowanymi zasadami.

1.3 Pierwsze lematy

Lemat 1.1 Jezeli bedziemy scinaé hydrze wylgcznie glowy na poziomie 1, to walka
2 hydrg nie bedzie trwata nieskonczenie diugo. O

Lemat 1.2 Jezeli bedziemy Scinaé hydrze albo glowy na poziomie 1, albo pojedyn-
cze glowy na poziomie 2 (glowy z jednoelementowych gromad), to walka z hydrg
nie bedzie trwata nieskonczenie diugo. O

Lemat 1.3 Zalozmy, ze Scinanie glow albo na poziomie 1, albo z najwyzej k-
elementowych gromad na poziomie 2 nie umozliuwia hydrze przeprowadzenia nie-
skonczenie dtugiej walki. Jezeli w takiej sytuacyi bedziemy hydrze scinaé glowy albo
na poziomie 1, albo z najwyzej k+ 1-elementowych gromad na poziomie 2, to walka
2 hydrg takze nie bedzie trwata nieskonczenie diugo.

Dowdd. Jezeli bedziemy walczy¢ zgodnie z opisanymi zasadami, to $ciecie ktorej-
kolwiek gtowy nie spowoduje pojawienia sie na poziomie 2 gromady k + 1 elemen-
towej. Glowe z takiej gromady mozemy wigc Scig¢ najwyzej tyle razy, ile hydra
ma takich gromad. Jezeli przestaniemy Scina¢ hydrze gtowy z takich gromad, to
dalsza walka bedzie mogta trwa¢ najwyzej skonczenie dtugo na mocy przyjetego
zalozenia. O

Whniosek 1.4 Dla dowolnej liczby naturalnej k, jezeli bedziemy hydrze scinac glo-
wy albo na poziomie 1, albo z najwyzej k-elementowych gromad na poziomie 2, to
walka z hydrg nie bedzie trwata nieskonczenie dlugo. O

Whniosek 1.5 Jezeli bedziemy hydrze scinac glowy albo na poziomie 1, albo 2, to
walka z hydrg nie bedzie trwata nieskonczenie diugo. O

1.4 Kilka uwag

Te kilka powyzszych lematow moznaby uznac za plan rozwiazania zadania 2: chcia-
toby sie powiedzie¢ i tak dalej. To nie jest takie proste zadanie. Jest to dobre roz-
wiazanie przy zalozeniu, ze hydra ma glowy na poziomach 11 2. Jezeli hydra ma
glowy na trzech poziomach, to $ciecie jej gtlowy na poziomie 2 moze spowodowac
pojawienie sie nowych gtéw na poziomie 3, a $ciecie glowy na poziomie 3 moze
powodowaé pojawienie sie nowych gltéw na poziomie 2 i dalsze rozumowanie musi
by¢ bardziej skomplikowane.

Gdyby jednak do walki z hydra doda¢ warunek bezwzglednosci, czyli zada-
nie Scigcia wszystkich gltéw, ktére mamy prawo Scigé (nie odktadania Scinania



ich na p6zniej) i kontynuowaé rozwiazywanie zadania zgodnie z przedstawionym
planem, to prawdopodobnie otrzymaliby$my kolejny sposéb walki z hydra pozwa-
lajacy $ciaé jej wszystkie gtowy w skonczonym czasie.

Rozumowanie z poprzedniego akapitu mozna tez uogoélni¢ nieco inaczej, tak by
pozwalato wykazaé

Lemat 1.6 Jezeli bedziemy hydrze Scinaé glowy tylko na poziomie k, to walka z
hydrg nie bedzie trwala nieskonczenie dtugo.

Dowdd. Pokazujemy przez indukcje ze wzgledu na [, ze zapewnimy sobie skon-
czonos¢ walki scinajac hydrze gtowy na poziomie k£ i dodatkowo ograniczajac si¢
do gromad o licznosci nie przekraczajacej [. Nastepnie wybieramy dostatecznie du-
ze l, przekraczajace licznos¢ gromad gtow na poziomie k hydry, z ktora przyszto
nam walczy¢. Z faktu udowodnionego przez indukcje dla tego [ otrzymujemy teze
lematu. O

1.5 Zadanie 2 dla hydr z glowami na trzech poziomach
Bedziemy terez rozwaza¢ hydry, ktorych gtowy znajduja sie na poziomach 1, 21 3.

Lemat 1.7 WeZmy dowolne k @ ustalmy, Ze walczqge z hydrg Scinamy: jej glowy
z poziomu 1, zwykle glowy z poziomu 2, istotne glowy z poziomu 2 z gromad o
licznosci nie przekraczajgcej k v glowy z poziomu 3. Wtedy kazda walka prowadzona
zgodnie z podanymi zasadami z dowolng hydrg trwa skonczenie diugo.

Dowdéd. Oczywiscie, lemat dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na k, a przed-
stawimy tylko szkic dowodu drugiego kroku indukcyjnego. Zalézmy wiec, ze lemat
zachodzi dla liczby k. Bedziemy analizowa¢ walke, podczas ktorej Scinamy hydrze
gtowy z gromad majacych najwyzej k 4+ 1 elementow.

Po pierwsze zauwazmy, ze Sciecie hydrze jakiejkolwiek gtowy zgodnie z przy-
jetymi zasadami nie powoduje powstania na poziomie 2 nowej gromady istotnych
gléw o licznosei k + 1. Sciecie glowy na poziomie 3 albo nie powoduje powstania
nowych gtéw na poziomie 2, albo powoduje powstanie wielu gtow, ale beda to tylko
glowy zwykte. Oznacza to, ze podczas rozwazanej walki z hydra mozemy $ciaé jej
istotna glowe z gromady k£ + 1 elementowej najwyzej skonczenie wiele razy, tyle
razy, ile hydra miata takich gromad przed rozpoczeciem walki.

Jezeli w pewnym momencie przestaniemy Scinaé istotne glowy z gromad k + 1
elementowych, to dalsza walka bedzie prowadzona w sposob, o ktérym mowa w
zatozeniu indukcyjnym. Tak prowadzone walki, zgodnie z zalozeniem indukcyj-
nym, trwaja skonczenie dtugo. To konczy dowodd drugiego kroku indukcyjnego, a
wlasdciwie i catego lematu. O

Whniosek 1.8 Kazda walka z hydrg z glowami na poziomach 1, 2 ¢ 3 trwa skon-
czenie dtugo.

Dowdd. Przed walkg z hydra ustalamy licznos¢ k najwiekszej gromady istotnych
gtow tej hydry na poziomie 2. Walke z hydra prowadzimy zgodnie zasadami opi-
sanymi dla liczby k& w poprzednim lemacie. Zgodnie z tym lematem walka bedzie
trwata skonczenie dlugo. 7Z drugiej strony liczba k jest tak dobrana, ze przyjete
zasady walki nie ograniczajg nas w zadnen sposéb. O

Analiza przedstawionego dowodu podpowiada jeszcze inne rozwigzanie zadania
2, zamieszczone w nastepnym rozdziale.



1.6 Wielko$¢ hydry

Dalej zajmujemy sie hydrami z gtlowami na trzech poziomach. Dla takich hydr ich
wielkoscig bedziemy nazywaé nastepujacy uktad liczb:

(Giu szla e 7G§7g?7g?717 e 7g?7g72nug$nfl7 st 7gfag1>7
gdzie

— G? jest liczba i-elementowych gromad istotnych gtéw na poziomie 2, a k jest
(przynajmniej) licznodcia maksymalnej takiej gromady,

— g? jest liczba i-elementowych gromad gtéw na poziomie 3, a [ jest licznoscia
maksymalnej takiej gromady,

— g7 jest liczba i-elementowych gromad zwyklych gléw na poziomie 2, a m jest
liczno$cig maksymalnej takiej gromady,

— ¢! to liczba gltéw na poziomie 1.

Walczac z konkretna hydra liczby &, [ 1 m mozemy ustali¢ (mimo, ze zmniejszaja
sie w trakcie walki). W zbiorze mozliwych wielkosci hydr (dla ustalonych k, [ i
m) wprowadzamy porzadek leksygraficzny wyznaczony przez zwykly porzadek w
zbiorze liczb naturalnych. Jest to dobry porzadek. Przy takich ustaleniach powinien
zachodzi¢

Lemat 1.9 Hydra powstajgca po Scieciu jednej gtowy hydrze H ma wielko$é mniej-
szq od wielkosci hydry H. O

W ten sposob uzyskaliSmy chyba do$¢ tadne rozwigzania zadania 2 dla matych
hydr. Mam nadzieje, ze daje sie ono tatwo uogélni¢ na przypadek hydr wiekszych.



