Alonzo Church, jego rachunek i teza

Antoni KoS$cielski

Profesor Alonzo Church urodzit si¢ 14
czerwca 1903 roku w Waszyngtonie. Po-
chodzit z rodziny, w ktorej zwykle jeden z
synéw miat na imi¢ Alonzo: pradziadek,
Alonzo Church, byt profesorem matematy-
ki iastronomii w college’u, ktory pdzniej
przeksztalcit si¢ w University of Goergia;
dziadek, Alonzo Webster Church, praco-
wat miedzy innymi w bibliotece Senatu
Stanow Zjednoczonych; ojcem byt Samuel
Robbins Church, ktory — dopoki pozwalato
mu zdrowie — byt sedzig miejskim Dys-
tryktu Columbia, ale pomocy w ksztatce-
niu dzieci udzielat mu dobrze sytuowany
brat, Alonzo Church. Alonzo Church, bo-
hater tego artykutu, w 1924 roku ozenit sig
z pielegniarkg o polsko brzmiacym nazwi-
sku Mary Julia Kuczinski. Byli nieroztacz-
nym matzenstwem przez 51 lat, a w 1929
roku urodzit si¢ im syn, ktory rowniez zo-
stal nazwany Alonzo. Zawitosci genealo-
giczne rodziny Churchow nie beda nas
wigcej zajmowaty i dalej Alonzo Church
bedzie osoba, o ktorej pisze w pierwszym
zdaniu tego artykutu.

Wspomniany zwyczaj by¢ moze bytby
wystarczajacym powodem przedstawienia
profesora w innych czasopismach. W Ma-
tematyce jednak zwykle sg prezentowane
sylwetki matematykow. Jest wigc istotne,
czy Alonzo Church byt matematykiem. Na
to pytanie tez nie ma prostej odpowiedzi.
W jego przypadku trudno przytoczyé
twierdzenie $wiadczace o osiggnigciach
niewatpliwie matematycznych. Zajmowat
si¢ zagadnieniami z pogranicza matematy-

Ki. Uwazam, ze byt jednak matematykiem,
a Z calg pewnos$cig mial wyksztatcenie
matematyczne.

Studia rozpoczat na Uniwersytecie w Prin-
ceton w wieku 17 lat. W ich trakcie napisat
pierwsza prace naukowg Uniqueness of the
Lorentz Transformation. W 1924 roku
uzyskat stopien Bachelors of Art w zakre-
sie matematyki. Nie rozstat si¢ z uczelnig i
kontynuowat studia pod kierunkiem
Oswalda Veblena®, bardzo wplywowej
postaci w srodowisku matematycznym w
Princeton. W 1927 roku przedstawit dyser-
tacje Alternatives to Zermelo’s Assump-
tion, w ktorej nawigzywatl do badan teo-
riomnogosciowych swego promotora, i
uzyskat stopien doktora.

Zatozenie Zermelo to nic innego jak ak-
sjomat wyboru. W swojej dysertacji
Church analizuje konsekwencje trzech
postulatow, w tym sprzecznych z aksjoma-
tem wyboru. Jest tam stwierdzenie, ze nie
jest nieprawdopodobne, by zaden z tych
postulatow nie prowadzit do sprzecznosci,
i moze by¢ wiele teorii mnogosci podob-
nie, jak jest mozliwe wiele geometrii za-
leznie od tego, czy przyjmiemy badz od-
rzucimy piaty postulat Euklidesa. Ciekawe
jest tez pierwsze zdanie dysertacji stwier-
dzajace, ze Celem tej pracy jest rozwazenie
mozliwosci stworzenia logiki, w ktorej ak-
sjomat wyboru nie zachodzi. Stowo logika
mialo wtedy szersze znaczenie niz obecnie
1 obejmowato teori¢ mnogosci .

' Oswald Veblen byt prezydentem American Ma-
thematical Society w latach 1923 - 24. Brat udziat w
tworzeniu Szkoty Matematycznej w stynnym Insti-
tute of Advanced Study i byt pierwszg osobg tam
zatrudniona.



Poczatki rachunku lambda. Doktorat
zostal uhonorowany dwuletnim stypen-
dium National Research Fellowship. Dzig-
ki temu, po krotkim okresie pracy na uni-
wersytecie w Chicago, Church odwiedzit
Harward, a nastepnie udat si¢ do Europy.
W Getyndze wspotpracowat z matematy-
kami skupionymi wokot Dawida Hilberta,
a w Amsterdamie pracowat razem z Luit-
zenem Brouwerem i Arendem Heytingiem.
Dzigki podrézy osobiscie poznal wielu
europejskich logikéw. Po powrocie zwig-
zat si¢ na wiele lat z Uniwersytetem w
Princeton. Swoje rozwazania z tego okresu
przedstawil w pracy A Set of Postulates for
the Foundation of Logic z 1932 roku. Jest
to historyczna praca, w ktorej mimocho-
dem zostaty sformutowane zasady rachun-
ku lambda.

We wstepie do niej znajdujemy mato zro-
zumiatg opinig, ktora czesto pojawiala sie
w tamtych czasach: Przedstawimy zbior
postulazow dla podstaw logiki formalnej, w
ktorych unikamy uzywania zmiennych wol-
nych i w ktorych — by unikng¢é paradoksow
zwigzanych z matematykq pozaskonczong —
wprowadzamy pewne ograniczenia na
prawo wylgczonego srodka. Nie chcemy
uzywac zmiennych wolnych, gdyz wyma-
gamy, by kazda kombinacja symboli nale-
zgcych do naszego systemu, jezeli w ogole
reprezentuje zdanie, reprezenfowata okre-
slone zdanie, nie wymagajgce dodawania
dodatkowych ustnych wyjasnien. Mamy
nadzieje, ze jest widoczne, iz uzywanie
zmiennych wolnych narusza to wymaganie.
Na przyktad rownos¢

@ a(b+c)=ab+ac

w ktorej a, b i c sq uzywane jako zmienne
wolne, nie przedstawia okreslonego zdania
poza przypadkiem, gdy jest wiadome, jakie
wartosci mogq by¢ wzigte za te zmienne, |

te informacje, jezeli nie wynikajq z kontek-
stu, muszq by¢ stownym dodatkiem. Do-
puszcza sie, by zakres zmiennych a, bic
maogt sktadaé sie z wszystkich liczb rzeczy-
wistych, lub z wszystkich liczb zespolonych,
lub z elementéw jakiegos innego zbioru,
lub tez Ze zakresy tych zmiennych mogg sie
roznic¢. W kazdej z tych mozliwosci rowna-
nie (1) ma inne znaczenie. Jest jasne, ze
gdy samo fo rownanie zostato napisane,
zamierzone zdanie nie zostato catkowicie
przettumaczone na jezyk symboliczny i W
celu catkowitego ttumaczenia, konieczne
stowne dodatki muszq by¢ wyrazone za
pomocg symboli logiki formalnej i zawarte
razem z rownaniem w_formUle uzytej do
reprezentowania zdania.

Bardziej interesujacy niz sam zbior postu-
latow okazat si¢ zastosowany sposob for-
malizacji logiki i unikania zmiennych wol-
nych, czyli rachunku lambda. Jest to ra-
chunek formalny: piszemy w nim specy-
ficzne wzory i przeksztatcamy je zgodnie z
ustalonymi zasadami. Zwykle jest przed-
stawiany przez odwotanie si¢ do intuicji
zwigzanych z funkcjami, ale nie zawsze
jest z nimi zgodny. Aby zapozna¢ si¢ choé¢
troche z tym rachunkiem, musimy inaczej
mysle¢ o funkcjach i pozna¢ specyficzne
zasady notacyjne.

Formalizm rachunku lambda. Bardzo
czesto mamy do czynienia z funkcja f i jej
argumentem x. W takich sytuacjach intere-
suje nas zwykle warto$¢ funkcji dla wska-
zanego argumentu, oznaczana najczescie)
przez f(x). Mozemy jednak pomysle¢, ze
stosujemy dwuargumentowa operacje, kto-
ra funkcji f i argumentowi x przypisuje
jako wynik f(x). Te¢ operacj¢ nazywamy
aplikacja i sporadycznie oznaczamy krop-
ka, podobnie jak mnozenie. Mozemy wigc
napisac



fx =fx = f(x),

co znaczy, ze aplikujac funkcje f do argu-
mentu x otrzymujemy jako wynik wartos¢
f(x), a ponadto, jezeli to tylko jest mozliwe,
opuszczamy kropke oznaczajaca dziala-
nie,? podobnie jak to czynimy z kropka
0znaczajacg mnozenie.

Przytoczona definicja aplikacji dotyczy
funkcji jednoargumentowych, ale postugu-
jemy sie tez funkcjami z wieloma argu-
mentami. Wtedy stosujemy ogodlniejsze
pojecie aplikacji, ktore rozumiemy jako
ustalenie wartos$ci pierwszego argumentu.
Dla funkcji dwoch zmiennych f aplikacja f
X oznacza funkcje g zdefiniowang wzorem
a(y) = f(x, y). Na przyktad napis + 3
oznacza funkcje, ktéra argumentowi Yy
przyporzadkowuje liczbe 3 +Y, a wigc
operacje dodawania do 3, a dopiero gdy te
operacje zaaplikujemy do liczby 1, otrzy-
mujemy sume 3 i 1, czyli 4.

W powyzszym przyktadzie aplikacje stosu-
jemy dwukrotnie. Wtedy musimy pamie-
ta¢, ze nie jest ona taczna 1 zwykle wyra-
zenia

(f-x)-yoraz f-(x -vy)

maja rézne wartosci. Nie mozemy wiec
swobodnie opuszczaé nawiasow tak, jak to
robimy w przypadku analogicznych wyra-
zen z mnozeniem. Z drugiej strony, nad-
miar nawiasOw ogranicza czytelno§¢ wzo-
réw. Przyjmuje si¢ wiec, ze mamy prawo
opusci¢ nawiasy W pierwszym z podanych
wyrazen. Mozemy je skroci¢ nawet do
postaci fxy. W ogolniejszym przypadku,

? Taka zasada jest bardzo wygodna, ale sprawia
ktopoty, gdy chcemy korzysta¢ z wieloznakowych
nazw takich, jak sin. W tym artykule nie bedziemy
tego robi¢, a przyktadowe liczby beda jednocyfro-
we.

napis fxyz jest skrocong wersjg wyrazen
((f - x) -y zoraz (fx)y)z.

Mozemy tez napisa¢ + 3 12, czyli (( + 3)
1) 2. Warto$¢ tego wyrazenia powinnismy
otrzymac aplikujac 4 do liczby 2. Nie wia-
domo jednak, co w ten sposob otrzymamy.
By¢ moze powinnis$my uznac¢ to wyrazenie
za niepoprawne. A moze powinnismy naj-
pierw ustali¢, czym jest 4, a jezeli okaze
si¢ jakas funkcja, to takze moze da si¢ ja
zaaplikowa¢ do liczby 2. Niejasne jest
réwniez znaczenie wzoru + (3 1), w kto-
rym dodawanie jest aplikowane do czegos
otrzymanego w wyniku aplikowania 3 do
1.

Tak naprawdg w rachunku lambda nie ma
liczb naturalnych, cho¢ moga by¢ w nim
reprezentowane. Analizujemy w nim abs-
trakcyjna operacje¢ aplikacji i — majac do-
wolne x i y — mozemy aplikowaé¢ x do v,
atakze y do x.

Eliminacja zmiennych. Uczonym, ktory
w 1920 roku zaproponowat pewien sposob
eliminowania zmiennych wolnych, jest
Mojzesz Schonfinkel, Rosjanin wyksztat-
cony w Odessie, ktory przez dziesig¢ lat
byt w zespole Dawida Hilberta w Getyn-
dze. Jego nazwisko pojawito si¢ na dwoch
pracach. W pierwszej do eliminowania
zmiennych uzyt tak zwanych kombinato-
row. Waznymi przyktadami sa kombinato-
ry S i K, o ktorych przyjmujemy, ze apli-
kowane maja wlasnosci wyrazone wzorami

Sxyz=xz(yz) oraz Kxy=x.

Dla przyktadu przyjrzyjmy si¢ prawu wWy-
taczonego srodka. To prawo logiczne wy-
raza zwigzek alternatywy i negacji. Zwykle
zapisujemy je w postaci

pv—p,



uzywajgc zmiennej wolnej, w tym przy-
padku p. Tworzymy je stosujac (aplikujac)
alternatywe do zmiennej p i formutly
otrzymanej przez zanegowanie p. Mozemy
je zapisa¢, zaleznie od przyjete] konwencji
(logicznej, funkcyjnej lub aplikacyjnej), w
najrozniejszych wersjach

pv=p =Vv({p,~(p) = vp(Cp).

Nietrudno zauwazy¢, ze ostatnia, aplika-
cyjna posta¢ prawa wylaczonego srodka
moze tez zosta¢ formalnie zapisana z uzy-
ciem kombinatora S jako

Sv-p.

Schonfinkel proponowat, by prawem wy-
taczonego srodka nazywaé wyrazenie S v
— bez zmiennej wolnej, przedstawiajace
pewien zwigzek migdzy alternatywa v 1
negacja — Wyrazony za pomocg kombina-
tora S. Dopiero, gdy to prawo zostanie za-
aplikowane do konkretnego zdania p,
otrzymamy jego szczegblny egzemplarz
postaci vp (—p).

Pomyst Schonfinkela mozna analizowac
badajac algebry z dwuargumentowym
dziataniem, ktore nazywamy aplikacja, i w
ktorych sg elementy S i K spetniajace
wyzej podane prawa. Takie algebry istnie-
ja, takze nie jednoelementowe, ale poda-
nie istotnego przyktadu nie jest rzecza ba-
nalng. Gdyby przyjac, ze wszystkie spojni-
ki logiczne i zmienne zdaniowe sg elemen-
tami takiej algebry, to kazda forme zda-
niowg datoby si¢ w niej przedstawié¢ po-
dobnie, jak prawo wylgczonego $rodka:
jako wyrazenie zbudowane z kombinato-
row S i K zaaplikowane do spojnikow i
zmiennych wystepujacych w formie. Ma-
my na przyktad

S (S(KS)K) (SKK) fx = f (fx),

a gdyby za f w tym wzorze wzigé opera-
cj¢ negacji, to otrzymaliby$Smy forme, kto-
ra jest podwojnym zaprzeczeniem zmien-
nej X.

Rachunek lambda. Wr6¢émy do naszego
bohatera. Alonzo Church uzupenit® po-
myst Schonfinkela o operacje abstrakcji.
W monografii The calculi of Lambda-
Conversion tak wprowadza te operacje:
Aby wzig¢ przyklad z teorii funkcji liczb
naturalnych, rozwazmy wyrazenie (x2+x)2.
Jezeli mowimy ,, (xZ+X)2 jest wigksze niz
1000, to wypowiadamy zdanie, ktore za-
lezy od x i nic nie znaczy, chyba Ze x jest
znane jako szczegolna liczba naturalna. Z
drugiej strony, jezeli méwimy ,, (x*+x)? jest
funkcjq pierwotnie rekUrencyjng”, to wWy-
powiadamy dobrze okreslone zdanie, ktore
w Zaden sposob nie zalezy od znaczenia
zmiennej X. Roznica miedzy tymi przypad-
kami jest taka, ze w pierwSzym Wyrazenie
(<+x)? stuzy za wieloznaczne lub zmienne
okreslenie liczby naturalnej, podczas gdy
w drugim jest okresleniem szczegolnej
funkcji. Bedziemy je odtqd rozrozniac uzy-
wajge (X*+x)% gdy myslimy o wieloznacz-
nej liczbie naturalnej, oraz jx (x*+x)? jako
oznaczenie odpowiedniej funkcji. ... Sym-
bol Ax nazywamy operatorem abstrakcji i
mowimy o funkcji 0znaczanej przez Ax M,
ze zostala otrzymana z wyrazenia M przez
abstrakcje. ... Wyrazenie Ax (Ay M), ktore
bedziemy czesto skracac do Axy. M, ozna-
cza funkcje, ktorej wartos¢ dla argumentu
X jest dana wzorem Ay M, albo tez funkcje
dwoch zmiennych.

W rachunku lambda, oczywiscie, mozemy
rowniez aplikowa¢ funkcje definiowane
przez abstrakcje. Zgodnie z intuicyjnym

Moze to stwierdzenie jest logicznie uzasadnione,
ale niekoniecznie odpowiada prawdzie historycz-
nej.



okresleniem abstrakcji i podpowiedziami
Churcha mozna spodziewac sie, ze apliku-
jac funkcje Ax (x*+x)? do 3 otrzymujemy
warto$¢ wyrazenia definiujacego funkcje
(x*+x)%, w ktérym zamiast X podstawia-
my 3, a wice (A (x*+x)%) 3 = (3%+3)%

Jezeli aplikujemy abstrakcje AX M do N,
to otrzymujemy wyrazenie powstajace z
M poprzez zastapienie zmiennej X wyraze-
niem N. Aplikujac tak zdefiniowane funk-
cje wykonujemy wigc przeksztatcenie
zwane podstawianiem”, bardzo czesto
uzywane przez matematykow. Przeksztat-
cenie wyrazenia (AXx M) N we wskazane
podstawienie nazywamy B-redukcja.

Wyrazenia rachunku lambda tworzymy ze
zmiennych uzywajac dwoch operacji: abs-
trakcji i aplikacji. Takie wyrazenia prze-
ksztatlcamy stosujgc B-redukcje. Otrzymu-
jemy w ten sposob rachunek formalny, w
ktérym mozemy dowodzi¢ réwnosci wyra-
zen. W szczeg6lnosci, rowne sg wyrazenia
(Ax M) N i odpowiednie podstawienie
otrzymane w wyniku B-redukcji. Dalsze
réwnosci wynikaja z ogdlnych wlasnosci
tej relacji, przyjmowanych w calej mate-
matyce, i z otrzymanych przez p-redukcje.

* Podstawianie wykonujemy na co dzien, ale nie
jest to operacja banalna. Najpierw zauwazmy, ze
aplikujac do czegokolwiek funkcje Ax f(f x) i Ay fify)
otrzymujemy to samo wyrazenie. Nie ma wiec
powodu rozrdzniania tych funkcji. Zmienng x w
wyrazeniu Ax f (f x) nazywamy zwigzang operato-
rem A, a zmienng f — wolng (niezwigzang zadnym
operatorem). W wyrazeniu (Afx. f (f x)) x zmienna x
jest zarowno wolna, jak i zwigzana (to x w nawia-
sach). Przeksztatcenia w rachunku lambda muszg
by¢ tak prowadzone, aby zmienne wolne nie sta-
waty sie zwigzanymi w wyniku podstawiania, pod-
czas takich przeksztatcen, jak (Afx. f (f x)) x = (Af (Ax
F(fx))) x=Axx (x x). W tej sytuacji powinnismy
najpierw zmieni¢ nazwe zmiennej zwigzanej x, a
pozniej wykonac redukcje: (Afx. fif x)) x =(Af (A f (f
x))) x=(Af(A\yf(fy))) x=Ay x (x y). Podobne ktopo-
ty mamy w rachunku kwantyfikatoréw, a takze w
rachunku catkowym.

Trudno wyobrazi¢ sobie, czemu ten rachu-
nek miatby stuzy¢. Poczatkowo miat sta-
nowi¢ podstawe sformalizowanej logiki.
Wida¢ jednak, ze mozemy W nim przepro-
wadzac jakie$ obliczenia, na przyktad dla
S =2Axyz. xz(yz) oraz K=2AXy.X wyraze-
nie S (S(KS)K) (SKK) daje si¢ przeksztat-
ci¢ — z doktadnoscig do nazw zmiennych —
do postaci Azt. z(zt). Ma tez wiasnosci od-
biegajace od intuicji. W szczego6lnosci, dla
| =2x. x w rachunku lambda zachodzi
réwnos¢ | 1 =1, podczas gdy w matema-
tyce opartej na teorii mnogosci zadnej
funkcji nie mozemy aplikowa¢ do same;j
siebie.

Odkrywanie tezy Churcha. Alonzo
Church zdawat sobie sprawe, ze W pracy o
postulatach logiki proponuje system, o
ktérym nie potrafi pokazacé, ze jest nie-
sprzeczny i pozwala na unikanie paradok-
sOw. Obiecuje wigc tylko, ze w razie po-
trzeby zostanie poprawiony. W krotkim
czasie odkrywa sprzeczno$¢ w swoim sys-
temie, a nowy zbidr postulatow przedsta-
wia w kolejnej pracy z 1933 roku, o takim
samym tytule. Ma jednak pecha. Po pew-
nym czasie jego uczniowie Stephen Kleene
i Barkley Rosser wyprowadzajg sprzecz-
nos$¢ takze ze zmienionego zbioru postula-
tow.

Ale ta druga praca Churcha tez ma w sobie
co$ interesujacego. Sa w niej zawarte wy-
razenia rachunku lambda, ktore moga re-
prezentowac¢ liczby naturalne, tak zwane
numeraty Churcha, definiowane wzorami

Co=AX.X, Ci=AMx.fx, Co=Mx.f(f
X), ...

Ogolnie, Chp=Af x. f (f (... (fx)...))) jest
dane wzorem, w ktorym symbol f jest n-
krotnie aplikowany. Sg tam tez podane
rownosci



(Axypd. xp(ypq)) Cm Cn = Cp+n oOraz
(Axyz. X(yz)) Cn Ch = Cpun.

Okazato si¢ bowiem, ze w rachunku lamb-
da mozna przeprowadza¢ obliczenia na
liczbach naturalnych, w szczego6lnosci
mozna dodawac je, mnozy¢, takze potego-
wac. Biorgc na przyktad Axyz. x(yz) i dopi-
sujac do tego wyrazenia Cp i1 C, reprezen-
tujgce liczby m i n, a nastepnie wszystko to
przeksztatcajac, mozemy otrzymac wyra-
zenie C,,., przedstawiajace iloczyn mn.

Przyjmijmy taka oto definicje: funkcja
naturalna f (ustalmy, ze dwoch zmien-
nych) jest definiowalna w rachunku lamb-
da, jezeli dla pewnego wyrazenia F tego
rachunku i dla wszystkich liczb natural-
nych m i n zachodza rownosci F Cp, C,
= Cim,n)- W ten sposob dodawanie i mno-
zenie liczb naturalnych uznajemy za funk-
cje definiowalne w rachunku lambda.

Dodawac¢ i mnozy¢ potrafimy bez rachun-
ku lambda, a sam ten rachunek raczej takie
obliczenia komplikuje. Mimo to dostarcza
formalna metod¢ prowadzenia obliczen,
stosunkowo tatwa do wykorzystania w
rachunkach komputerowych. Ciekawe jest
wiec pytanie, jakie funkcje sa definiowalne
w rachunku lambda i — w zwigzku z tym —
moga by¢ automatycznie obliczane. Alon-
zo Church odpowiedziat na to pytanie,
cho¢ nieco inaczej umotywowane, formu-
hujac stynng tezg Churcha. Teza ta charak-
teryzuje klase funkcji efektywnie obliczal-
nych. Jest to bardzo wazna klasa funkcji
naturalnych, tych, ktore sg obliczalne w
sensie intuicyjnym, za pomocg jakkolwiek
rozumianych algorytméw, mechanicznych
i skonczonych procedur, a takze wszelkich
innych dajacych sie pomysle¢ efektywnych
sposobow. Klasa ta ma mato precyzyjne
okreslenie, ale musiat ja doktadnie opisac
kazdy matematyk, ktory — podobnie jak

Church — chcial negatywnie rozwigzac
tzw. Entscheidungsproblem postawiony
przez Dawida Hilberta.

Latwo zauwazy¢, ze funkcje definiowalne
w rachunku lambda powinny by¢ efektyw-
nie obliczalne. Potrafimy przeciez prowa-
dzi¢ obliczenia w tym rachunku. Church
przeczuwal, ze zachodzi takze zawieranie
odwrotne, i efektywnie obliczalne funkcje
sg definiowalne w rachunku lambda. Ale
byt tez fakt §wiadczacy o czyms$ przeciw-
nym. Przez dtugi czas nikt nie potrafit do-
wies$¢ definiowalnosci poprzednika, funk-
cji przyporzadkowujacej dodatniej liczbie
naturalnej warto$¢ o jeden mniejsza. Do-
wod w koncu znalazl Stephen Kleene w
1932 roku. Anegdota gtosi, ze miato to
miejsce podczas zabiegu dentystycznego
przeprowadzanego pod wptywem podtlen-
ku azotu lub, jak kto woli, gazu rozwese-
lajacego, substancji znieczulajacej o dzia-
taniu narkotycznym, i byt to pierwszy re-
zultat naukowy mtodego studenta. Wtedy —
by¢ moze — przeczucia Churcha zaczgty
przeradzac si¢ W jasno sformutowang hipo-
tez¢ naukowa. Po latach Stephen Kleene
miat opowiada¢ trochg z zalem, ale i z po-
dziwem dla swego mistrza: Chciatbym moc
powiedzie¢, Ze W momencie odkrycia, jak
lambda definiowa¢é funkcje poprzednika,
miatem ideg tezy Churcha. Ale nie miatem,
a Church jg mial.

W 1931 roku ukazata si¢ i zostata bez
zwloki przedstawiona w Princenton przez
Johna von Neumanna praca Kurta Godla o
niezupetnosci arytmetyki. Dostarczyta ko-
lejnego impulsu w badaniach Churcha.
Doceniajgc znaczenie pracy, Oswald Ve-
blen zaprosit jej autora do Institute of Ad-
vanced Study. Na poczatku 1934 roku, od
lutego do maja, Kurt Godel osobiscie
przedstawiat swoje rezultaty. Tre$¢ wykta-



du zostala starannie zanotowana przez stu-
dentow Stephena Kleene’ego i Barkleya
Rossera i nawet dzisiaj mozemy si¢ z nim
zapoznac¢. Znajduje si¢ W nim stwierdze-
nie, ze funkcje pierwotnie rekurencyjne,
uzyte w dowodzie twierdzenia 0 niezupet-
nosci, mogg by¢ obliczane za pomocg
skonczonych procedur, a po odpowiednim
rozszerzeniu definicji — powinno by¢ tez
prawdziwe stwierdzenie odwrotne. Kurt
Godel sformutowat wigc hipoteze przypo-
minajacg przemyslenia Churcha. Uwazat ja
jednak za mato doktadng i stabszg od tezy
Churcha. W rozmowie z Churchem odniost
si¢ sceptycznie do mozliwosci opisania
wszystkich funkcji efektywnie obliczal-
nych. Obiecat jednak, ze zaproponuje ob-
szerniejsza definicjg rekurencyjnosci i do-
trzymat stowa. Konczac swoj wyktad,
naszkicowat definicj¢ Klasy funkcji, ktore
dzisiaj nazywa si¢ rekurencyjnymi wedtug
Herbranda i Godla®.

Church wykorzystat to niezwlocznie. Pra-
cujac ze Stephenem Kleene’em 1 Barkley-
iem Rosserem ustalit podstawowe fakty o
rachunku lambda i funkcjach rekurencyj-
nych. Razem z Rosserem dowiodt twier-
dzenie Churcha — Rossera o postaci nor-
malnej. Wynika z niego, ze w rachunku
lambda nie mozna wyprowadzi¢ rownosci
numeratéw Churcha reprezentujacych roz-
ne liczby naturalne, a wiec ze nie jest to
rachunek, ktory tylko méwi cos o pojedyn-
czym obiekcie, i zachodzi w nim kazda
roOwnos¢.

> Intencjg Kurta Godla byto zdefiniowanie klasy
funkcji zamknietej ze wzgledu na wszelkie definicje
rekurencyjne (sposoby definiowania przez induk-
cje). Dzisiaj funkcje rekurencyjne najczesciej defi-
niujemy uzywajac tzw. operacji minimum (naj-
mniejsze n takie, ze ...). Wspétczesna definicja,
Kleene’ego, jest tatwiejsza w uzyciu, ale przestat
by¢ widoczny jej zwigzek z rekursjg. Oczywiscie,
obie definicje sg réwnowazne.

Zostato tez pokazane, W znacznym stopniu
przez Kleene’ego, ze funkcje rekurencyjne
wedtug Herbranda i Godla to doktadnie
funkcje definiowalne w rachunku lambda.
W ten sposdb Church otrzymat wazny ar-
gument przemawiajacy za jego hipoteza:
dwie odmiennie umotywowane proby for-
malizacji obliczalnosci okazatly si¢ row-
nowazne.

Wyniki badan Church ogtosit na posiedze-
niu American Mathematical Society w
dniu 19 kwietniu 1935 roku. Zapropono-
wal wtedy utozsamienie efektywnej obli-
czalnos$ci z pojeciem funkcji rekurencyjnej
1 przedstawit przemawiajace za tym argu-
menty. Krotko po tym zdanie stwierdzaja-
ce rownowaznosci tych dwaéch pojec za-
czeto by¢ nazywane tezg Churcha. Teza,
poniewaz nie mozna go dowies¢, cho¢
mozna przedstawi¢ wiele argumentow
swiadczacych o jego stusznosci.

19 kwietnia 1935 roku to moment histo-
ryczny. Narodzita si¢ wtedy informatyka
teoretyczna, a matematycy zyskali mozli-
wos¢ dowodzenia twierdzen mowigcych,
ze niektorych zadan nie mozna rozwigzy-
wacé w sposob zalgorytmizowany. Wsrod
tych zadan jest

Entscheidungsproblem, ktory miat zosta¢
rozwigzany, gdy bedzie znana procedura,
za pomocq ktorej bedzie mozna decydowac
w skonczonej liczbie operacji, czy dane
wyrazenie logiczne jest ogolnie prawdziwe,
bqdz czy jest spetnialne.

Dawid Hilbert byt przekonany o mozliwo-
$ci opracowania takiej procedury. Jednak
juz pierwsze przyktady funkcji nierekuren-
cyjnych podane przez Churcha $wiadczyty
dobitnie, ze takiej procedury nie ma.
Church bez trudu przeformutowat twier-
dzenie o niezupetnos$ci otrzymujac twier-



dzenie o nierozstrzygalnosci arytmetyki.
Pokazatl wiec, ze nie ma zalgorytmizowa-
nej procedury pozwalajacej ustalic, czy
dane zdanie arytmetyczne daje si¢ wy-
wnioskowac z aksjomatoéw Peano. Nastep-
nie wzmocnit ten rezultat dowodzac analo-
giczne twierdzenie o nierozstrzygalno$ci
rachunku kwantyfikatorow i tym samym
rozwigzal Entscheidungsproblem.

W 1936 roku Church opublikowat jeszcze
razem z Stephenem Kleene’m w polskich
Fundamenta Mathematicae prac¢ po$wie-
cong najmniejszej nierekurencyjnej liczbie
porzadkowej. Nieco pdzniej stworzyt ra-
chunek lambda z typami, odgrywajacy
dzisiaj — razem z czystym rachunkiem
lambda —istotng rolg w teorii jezykow pro-
gramowania. Powoli jednak przestawat
zajmowac si¢ zagadnieniami zwigzanymi z
matematyka 1 teoretyczng informatyka, a
jego zainteresowania zaczety przesuwac
si¢ w strong logiki 1 filozofii. Wsrod opo-
wiesci o nim jest tez 1 taka z poczatku lat
osiemdziesigtych: podczas wizyty w Stan-
ford zostaty mu zaprezentowane kompute-
ry wykorzystujace LISP, jezyk funkcyjny
oparty o rachunek lambda. Church nie wy-
kazat zainteresowania, a ttumaczac si¢ z
ewidentnego braku entuzjazmu powiedziat,
ze nie zna si¢ na komputerach ani troche,
ale mial kiedys studenta, ktory wie o nich
o nieco. Méwiac to miat na mysli Alana
Turinga.

Turing i inni uczniowie. Turing byt rze-
czywiscie uczniem Churcha, ale raczej nie
studentem. Otrzymat z ragk Churcha tytut
doktora. Byt to uczen specyficzny, dorow-
nujacy mistrzowi, moze nawet przewyz-
Szajacy 9o, cho¢ wyraznie mtodszy. Jako
student uzyskat analogiczne rezultaty i
ujawnil je tuz przed ukazaniem si¢ pracy z
tezg Churcha. Dzigki temu znalazt si¢ w

Princeton i tam przygotowat rozprawe dok-
torska.

W sumie Alonzo Church wypromowat 31
doktorow. Wsrod nich jest wielu wybit-
nych uczonych, takze odgrywajacych zna-
czaca rolg w rozwoju informatyki i jej teo-
retycznych podstaw. Sa to migdzy innymi
wspomniani Stephen Kleene i Barkley
Rosser, a takze znani juz Czytelnikom Ma-
tematyki Martin Davis, Dana Scott i Mi-
chael Rabin (Matematyka, 4/2009 i
9/2007).

Dzialalno$¢ wydawnicza. Church byt nie
tylko uczonym. Byt tez jednym z zatozy-
cieli Association of Symbolic Logic, towa-
rzystwa naukowego skupiajacego logikow,
utworzonego w 1936 roku, i Journal of
Symbolic Logic, czasopisma wydawanego
przez to stowarzyszenie. Byl pierwszym
redaktorem tego czasopisma, uksztattowat
je i redagowat przez kilkadziesiat lat. Rze-
czg charakterystycznag jest to, ze Journal of
Symbolic Logic dostarczat informacji o
wszelkich pracach z dziedziny logiki. W
pierwszym tomie mozna znalez¢ Biblio-
graphy of symbolic logic, zebrany przez
Churcha wykaz wszelkich znanych mu
nowozytnych prac z logiki napisanych
przed 1936 rokiem. Zaczynat si¢ praca
Gottfrieda Leibniza z 1666 roku, byt uzu-
petniany przez wiele lat, a dzisiaj stanowi
wazne zrodto wiedzy o rozwoju logiki.

Dzietem Churcha jest tez Rewievs Section
w Journal of Symbolic Logic. W tym dzia-
le byly zamieszczane krotkie informacje,
recenzje, omowienia, takze proste dane
bibliograficzne wszelkich — w zamysle —
artykutow i monografii z logiki symbolicz-
nej. Niewielka redakcja tego dziatu prze-
gladata nawet okoto 300 czasopism z cate-
go $wiata w poszukiwaniu interesujacych



prac logicznych, sledzita ukazujace si¢
monografie i wynajdowata recenzentow.

Alonzo Church redagowat prace publiko-
wane w Journal of Symbolic Logic w la-
tach 1936 — 1950, czyli przez lat 15. Za
Reviews Section odpowiadat przez 44 lata,
do roku 1979. Ostatniego doktora wypro-
mowat w roku 1986, ksztalcil wiec przy-
szte pokolenia badaczy przez pot wieku. W
1929 roku rozpoczat pracg na Uniwersyte-
cie w Princeton, w 1947 zostat pelnym
profesorem, w 1967 przeniost si¢ do Los
Angeles 1 objat stanowiska Flint Professor
of Philosophy i Professor of Mathematics.
Uczyt do roku 1990 i przeszedt na emery-
tur¢ w wieku 87 lat, po 60 latach pracy.
Ostatnig prace opublikowat w 1995 roku,
pracowal tworczo przez 70 lat. Zmart 11

sierpnia 1995, w wieku 92 lat. Po niezwy-
kle pracowitym zyciu spoczat na Princeton
Cementery obok zony i rodzicow, a takze
Kurta Godla i Johna von Neumanna.

Herbert B. Enderton (1998): Alonzo
Church and the Rewievs, Biulletin of
Symbolic Logic, 4:2, 172-180

Herbert B. Enderton: Alonzo Church: his
life and work

Maia Manzano (1997): Alonzo Church: his
life, his work and some of his miracles,
History and

Philosophy of Logic, 18:4, 211-232

What happened one day during the academic year of 1983-84

was as follows. Alonzo Church had been to give a talk at the CSLI. At the time, CSLI
had a large number of Xerox Dandelion computers, which were LISP processing
machines (similar to Symbolics machines, which became popular a few years later).
Etchemendy took Church aside for a few minutes to show him a Dandelion and to
explain that it was indirectly based on lambda calculus. He seemed only distantly

interested and when they later walked to the building in which Church was to give his
talk, he told Etchemendy (no doubt to explain his evident lack of enthusiasm about the
demo) that he knew nothing at all about computers, but that he had once had a student
who did know quite a bit about them. That student was Alan Turing.

CSLI - Center for the Study of Language and Information

The Entscheidungsproblem is solved when one knows a procedure by which one
can decide in a finite number of operations whether a given logical expression is
generally valid or is satisfiable. The solution of the Entscheidungsproblem is of
fundamental importance for the theory of all fields, the theorems of which are at all
capable of logical development from finitely many axioms.

D. Hilbert, W. Ackermann, Grundz uge der theoretischen Logik, 1928



