1 Dowdd twierdzenia o pelnosci

Zostanie tutaj przedstawiony dowdd twierdzenia o pelosci, ktéry byé moze przypomina do-
wod oryginalny, ale zostat opracowany pézniej i zawiera elementy przypisywane L. Henkinowi.
Dowodd bedzie nieefektywny, nie bedzie podawat konstrukcji dowodu twierdzenia, sprowadzi
do sprzecznoéci fakt nieistnienia dowodu. Zostanie przeprowadzony przy milczacym zatozeniu,
ze teoria jest zapisana w przeliczalnym jezyku (wykorzystuje przeliczalnie wiele symboli funk-
cyjnych i relacyjnych). Zatozenie to nie jest istotne, ale po jego opuszczeniu konieczne jest
odwotanie si¢ do aksjomatu wyboru. Dowod zostanie tez przedstawiony w przypadku teorii
bez rownosci. Dla teorii z rownoscig potrzebna jest jeszcze dodatkowa konstrukcja ilorazowa,
ktora zostanie pominieta.
Potrzebne bedg dwa pomocnicze twierdzenia.

Twierdzenie 1.1 (o dedukcji, Jacques Herbrand) Niech ¢ bedzie zdaniem. Formula v
jest twierdzeniem teorii T z dodatkowym aksjomatem ¢ (teorii T'U {¢}) wtedy i tylko wtedy,
gdy implikacja @ = 1 jest twierdzeniem teorit T'. O

Twierdzenie 1.2 (o staltej) Przypusémy, zZe stala ¢ nie wystepuje w formule ¢, ani w ak-
sjomatach teorii T'. Jezeli formula o[z «— c] jest twierdzeniem teorii T, to w teorii T mozna
dowiesé takze formuly Yay oraz . Co wiecej, mozna to zrobicé nie uzywajgc w tych dowodach
statej ¢ (formuly te mozna dowiesé w jezyku bez stalej ¢). O

Przystepujemy teraz do dowodu twierdzenia o petnosci.

Twierdzenie 1.3 (o pelnosci, Kurt Gédel, 1929) Jezeli formula ¢ jest spetniona w kaz-
dym modelu teorii T', to ¢ daje sie dowiesé w teorii T'.

Dowéd. Na razie twierdzenie o pelnosci sprowadzimy do innej, nastepujacej postaci: Jezeli
teoria T” jest niesprzeczna, to istnieje struktura, w ktérej sa spelnione wszystkie aksjomaty
teorii T".

O ¢ mozemy dodatkowo zalozy¢, ze jest zdaniem. Zal6ézmy tez dla dowodu nie wprost, ze
© nie jest twierdzeniem teorii 7.

Nietrudno zauwazy¢, ze wtedy teoria T'U {—¢} jest niesprzeczna. Gdyby bowiem istniata
formuta o taka, ze

TU{—p}F oA o,

to na mocy twierdzenia o dedukcji otrzymalibySmy, ze
TkE-p=0A-0.

Dalej, z prawa kontrapozycji wynikato by, ze
TE=(cN-0)=p,

1 ostatecznie, whrew zalozonej wtasnosci ¢ otrzymalibysmy, ze 1" .

Istnieje wiec struktura A, w ktorej oprocz wszystkich aksjomatéw teorii T' jest spelnione
zdanie —p. 7 zalozenia otrzymujemy jednak, ze strukturze A jest spelione takze zdanie .
Otrzymalismy sprzecznosé, gdyz w zadnej strukturzenie nie moga by¢ jednoczesnie spetnione
zdanie i jego negacja. O

Twierdzenie 1.4 Jezeli teoria T jest niesprzeczna, to istnieje struktura, w ktorej sq spetnione
wszystkie aksjomaty teorit T



Dowdd. Teoria T" méwi o czyms$ 1 wiemy, ze nie wynika z tego sprzecznosé. Aby dowie$é na-
sze twierdzenie, powinnismy wyjasni¢, o czym mowimy. Wyjasnimy to zgodnie z nastepujaca
idea: termy, ktérych uzywamy do okreslania przedmiotéw mozemy uznac za rzeczy, o ktérych
mowimy. Na przyktad, jezeli méwimy o liczbach naturalnych, to termy 0, 1, 1+ 1, 1+ 141
itd. oznaczaja liczby naturalne i mozemy je uznac za liczby naturalne. Pamiectajmy jednak,
ze mozemy wprowadzaé¢ bardzo mato statych i operacji. Tak postepujemy na przyktad aksjo-
matyzujac liczby rzeczywiste. Wtedy brakuje nam termow oznaczajacych przedmioty, ktérych
istnienie mozemy dowiesc.

Krok 1. Do jezyka dodajemy nieskonczony ciag statych ay, as, as, . ... W bogatszym jezyku
mozemy teoretycznie tworzy¢ wiecej dowodow. Z twierdzenia o statej wynika, ze jezeli teoria
T jest niesprzeczna, to nie uda nam sie¢ utworzy¢ dowodu sprzecznosci korzystajac z nowych
statych. Gdyby istnial dowdd sprzecznosci wykorzystujacy te state, to moznaby je stopniowo
eliminowa¢ z dowodu i w koncu utworzy¢ dowdd sprzecznosci nie zawierajacy statych. To jest
jednak sprzeczne z zatozeniem o niesprzecznosci teorii.

Krok 2. Nadajemy znaczenie nowym statym. W tym celu tworzymy ciag

1(11), a(w2), p3(x3), . ..

zawierajacy wszystkie formuly z jedna zmienna wolna (z; oznacza jedyna zmienna wolna w
wi(z;)) w jezyku z nowymi statymi. Nastepnie indukcyjnie tworzymy formuty

P, = (I Puln)) = PnlTn — cn)

dobierajac stata c, tak, aby nie wystepowala we wczesniej utworzonych formutach tej postaci
i w samej formule ¢,. Formuty te bedziemy uwaza¢ za nowe aksjomaty. Przyjmijmy, ze T,
oznacza teorie T uzupetiong o n pierwszych aksjomatéw tej postaci.

Fakt 1.5 Teorie 7;, sa niesprzeczne.

Dowdéd. Dowdd przez indukcje ze wzgledu na n. Oczywiscie teoria Ty (czyli sama T bez
nowych aksjomatéw) jest niesprzeczna. Zalézmy teraz, ze teoria T),_; jest niesprzeczna, a T,
— sprzeczna. Poniewaz dodane aksjomaty sa zdaniami, mozemy skorzysta¢ z twierdzenia o
dedukcji. Otrzymamy, ze

Tn—l + ((Elxn Qpn(l‘n)) = QDn[l‘n — Cn]) = o N\ 0.

Korzystajac z prawa kontrapozycji, prawa wytaczonego srodka i prawa negowania implikacji
(i kilku innych) otrzymujemy, ze

To1 b Bz, on(Tn) A —pnle, — ¢l

Oba cztony powyzszej koniunkcji daja sie wiec dowies¢. Z dowodliwosci drugiego cztonu i z
twierdzenia o stalej wynika, ze takze

Tt Yz, mon(z,).

Wobec odpowiedniego prawa de Morgana, stad i z dowodliwosci pierwszego cztonu wynika
wbrew zalozeniu, ze teoria T,,_; jest sprzeczna. O
7 udowodnionego faktu wynika, ze teoria

Tw=J T

neN



jest niesprzeczna. Poniewaz ewentualny dowod sprzecznodci zawieratby skonczenie wiele wy-
razéw i powotywalby sie na skonczenie wiele aksjomatéw, bytby takze dowodem sprzecznosci
pewnej teorii 7}, dla dostatecznie duzego n.

Krok 3. Na koniec teori¢ T, powigckszymy do teorii zupetlnej. Wezmy w tym celu cigg

¢17w27¢37 v

wszystkich mozliwych zdan i przyjmijmy, ze 7] = T, oraz

« T jezeli T & 41,
L THU {1} W przeciwnym przypadku.

Przez indukcje dowodzimy, ze wszystkie teorie T sa niesprzeczne. Niesprzeczna jest rowniez
teoria
™= T
neN

7. konstrukcji wynika, ze teoria T™ jest zupela. Dowolne zdanie ¢ jest jednym z wyrazow
rozwazanego ciggu zdan, na przyktad 1, = 1. Definiujac T}, ; podejmujemy decyzje, czy w
teorii 7™ da si¢ dowies¢ zdanie 1), czy jego negacje. Jezeli T = 1,41, to oczywiscie T = . W
przeciwnym razie —, 1 uznajemy za nowy aksjomat teorii T* i wtedy mamy 7™ F —).

Udato si¢ nam skonstruowac niesprzeczna, zupetna teori¢ T zawierajaca teori¢ T' i wszyst-
kie aksjomaty henkinowskie ®,,. Dla takich teorii tatwo zbudowa¢ ich model.

Krok 4. Konstrukcja modelu teorii 7*. Bedziemy definiowa¢ pewng strukture A. Uniwer-
sum tej struktury bedzie zbior 7, terméw statych rozwazanego jezyka (ze statymi a;). W takiej
strukturze w naturalny sposob definiujemy interpretacje symboli funkcyjnych: k-argumentowy
symbol f jest interpretowany jako funkcja F : 7* — 7. zdefiniowana wzorem

F(tl,...,tk) :f(tla"'vtk‘)7

a wiec I’ oznacza operacje tworzenia termu zaczynajacego sie symbolem f. W takich struk-
turach dla dowolnego termu t i dowolnego wartosciowania h zachodzi wzér t[h] = t[lz —
h(x)][y < h(y)]... (wartodcia termu ¢ przy warto$ciowaniu h jest wynik podstawiania za
zmienne terméw wskazanych przez warto$ciowanie h). Zauwazmy tez, ze w takiej sytuacji t[h]
jest zaréwno wartoscig termu, jak rowniez jest to szczegdlny term staly, moze by¢ wiec czescia
innego termu lub formuty, i moze by¢ ponownie wartosciowany. Jako term staty, t[h] spelia
réwnosc t[h][h'] = t[h].

Interpretacje R w strukturze A symbolu relacyjnego r definiujemy w nastepujacy sposob:

(tl,...,tk)ER <~ T*}_T‘(tl,...,tk)

dla dowolnych ty,...,t, € 7.. W ten sposob struktura A zostata zdefiniowana. Bez trudu
sprawdzamy, ze dla dowolnych terméw ¢y, ..., ¢, (niekoniecznie statych) i warto$ciowania h
zachodzi nastepujaca wiasnoscé:

AEr(ty,....tp)[h] < T"Fr(ti[h],. .., t[h]).
Dla statych termow ¢4, ..., %, zachodzi takze
.A):T(tl,...,tk) — T" l_T(tl,...,tk).
Aby zakonczy¢ dowdd wystarczy pokazacd, ze dla dowolnego zdania v zachodzi réwnowaz-
nosé
AEY < T F .
W dowodzie przyda si¢ nastepujacy lemat:



Lemat 1.6 Przypusémy, ze T jest teorig niesprzeczng i zupetng, a ¢ i ¢ sq zdaniami. Wtedy
nastepujgce warunki sq rownowazne:

1) TEeVY orazTF @ lub T+,
2) Tk =y oraz nieprawda, ze T+ ¢.0

Przytoczona przed lematem réwnowaznosé dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na budo-
we zdania ¢. UustaliliSmy juz, ze ta réwnowaznosé¢ zachodzi dla zdan atomowych. Z podanego
lematu wynika, ze zachodzi dla zdan bedacych negacjami i alternatywami zdan prostszych pod
warunkiem, ze zachodzi dla cztonow tych zdan. Pozostato zajac¢ sie zdaniami rozpoczynajacymi
si¢ kwantyfikatorem.

Przyjmijmy wiec, ze ¢ = Jxp. Zaltézmy, ze A |= 1. Z definicji spelniania wynika, ze wtedy

A= olh]

dla pewnego wartosciowania h. Z lematu o podstawianiu (zadanie z listy 1) otrzymujemy, ze

A= ple < h(z)]

(pamietajmy, ze |z < h(z)] jest zdaniem i spelnianie tej formuly nie zalezy od wartosciowa-
nia). Dla formuty ¢z < h(z)] mozemy skorzystaé z zaldzenia indukcyjnego. Wynika z niego,
ze

T+ p[z « h(x)].

Stad oczywiscie wynika, ze
T F 3Jxp, czyli T F .

Aby dowies¢ implikacje odwrotng zaktadamy, ze T F 1, czyli ze T* F Jzp. Formuta ¢ ma
tylko jedna zmienna wolna i jest postaci ¢,(z,) dla pewnego n. Wobec tego ¢ = Jz,0,(x,).
Wiemy tez, ze ®,, jest jednym z aksjomatéw teorii T*. Wobec tego, T* b ¢, [x, < ¢,]. Stad i
z zatozenia indukcyjnego wynika, ze

A E onltn, — ¢

Z lematu o podstawianiu (zadanie z listy 1) otrzymujemy, ze

A= ¢alh], albo A= ¢[h]

dla podstawienia h takiego, ze h(x) = h(x,) = c¢,. Teraz wystarczy skorzystaé z definicji
spetiania:

AETrp, czyli AE .

W ten sposob pokazalidmy, ze T* jest teoria modelu A. W szczegdlnodcei wiec struktura A jest
modelem mniejszej teorii 1. O



