Lista zadan z matematycznych podstaw informatyki nr 6.

Zad. 1. Wykaz nastepujacy lemat: Przypu$émy, ze A jest struktura, x — zmienna,
s — termem w jezyku tej struktury, a h — wartoSciowaniem zmiennych w tej struk-
turze. Niech h' bedzie wartoSciowaniem zmiennych takim, ze h'(z) = s[h] oraz
h'(y) = h(y) dla wszystkich zmiennych y # z. Wtedy mamy

tlx «— s|[h] = t[h]
dla wszystkich terméw ¢ oraz
A plz — s|h] & A= o[h]

dla wszystkich formut ¢, w ktérych s jest podstawialny za x.

Zad. 2. (Twierdzenie o poprawnosci) Pokaz, ze twierdzenia teorii T sg prawdzi-
we w kazdym modelu teorii 7. Wtasciwie przez indukcje ze wzgledu na pozycje
w dowodzie nalezy pokazacé, ze wszystkie formuty znajdujace sie w jakimkolwiek
dowodzie w teorii T sa spetnione w dowolnym modelu tej teorii.

Zad. 3. Niech Z[z| oznacza zbiér wielomianéw (formalnych) o wspoétezynnikach
catkowitych. W tym zbiorze w naturalny sposéb okreslamy dodawanie i mnozenie.
Ponadto w zbiorze Z[x] w nastepujacy sposéb definiujemy porzadek: wielomian
w(x) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy jest dodatni jego wspdtezynnik przy
najwyzszej potedze x wystepujacej w w(z) ze wspotezynnikiem réznym od 0; wie-
lomian w; () jest mniejszy od wielomianu ws(x) (zachodzi relacja wy () < wy(z))
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wielomian wq(z) — wy(x) jest dodatni. Z algebraiczne-
go punktu widzenia Z[x] jest uporzadkowanym pierscieniem. Pokaz, ze w zbiorze
nieujemnych elementéw Z|x| z tak zdefiniowanymi dziataniami i porzadkiem spel-
nione sg wszystkie aksjomaty teorii Q).

Zad. 4. Niech N, oznacza zbiér N U {oo}. W tym zbiorze w nastepujacy sposéb
definiujemy dodawanie i porzadek: m + n jest zwyklg suma, jezeli m,n € N,
r+ 00 = o0+ x = oo w pozostatych przypadkach; m < n, jezeli m,n € N
oraz m jest mniejsze od n w zwyklym sensie, x < oo dla wszystkich z € N.
Mnozenie i operacje nastepnika definiujemy analogicznie, jak dodawanie. Pokaz,
ze w zbiorze N, z tak zdefiniowanymi dziataniami i porzadkiem spelnione sg
wszystkie aksjomaty teorii ().

Zad. 5. Rozstrzygnij, ktore z nizej podanych formut sa prawdziwe przy standar-
dowym rozumieniu liczb naturalnych, a ktére sa dowodliwe w arytmetyce Peano
lub teorii Q:

1) z < S(x),
2) x# S(x),
3) y(=y+yva=Sy+y).
Zad. 6. Niech ® oznacza formule
TV ((A(z,y) = Aly, 2) A A(z, 2)) A (A(z,y) A B(z,y) = B(x, 2) A B(z, 2)))

(jest to formuta wykorzystywana do testowania programu Gilmora). Udowodnij,

ze ® jest tautologia (prawem logiki). Zrob to wprost oraz korzystajac z algorytmu
Herbranda.



Zad. 7. Korzystajac z algorytmu Herbranda pokaz, ze formuta
Jx Yy R(z,y) — Yy 3z R(x,vy)

jest tautologia, natomiast formuta
Vo Jy R(x,y) — Jy Vo R(z,y)

nie jest. Druga czesé¢ zadania dzigki twierdzeniu Herbranda sprowadza si¢ do pro-
blemu unifikacji.

Zad. 8. Rozwazamy formuty bez statych i symboli funkcyjnych, formuta ¢ nie
zawiera ponadto kwantyfikatoréw. Udowodnij, ze Zdanie dx; ... Jx, ¢ jest tau-
tologia wtedy i tylko wtedy, gdy formuta ¢ jest spetniona przy kazdym (jedynym
mozliwym) wartosciowaniu w kazdej strukturze o jednoelementowym uniwersum.
Jak sprawdzi¢ warunek z prawej strony tej réwnowaznosci postugujac sie metoda
zerojedynkowa? Zbadaj, czy formuta

dzx Jy 3z (F(z,y) = F(y,2) NF(2,2)) A(F(z,y) NG(z,y) = G(z,2) ANG(z,2)))

jest tautologia.

Zad. 9. Zmodyfikuj réwnowaznos¢ z poprzedniego zadania tak, aby byta prawdzi-
wa dla formut ¢, w ktérych moga dodatkowo wystepowaé state.

Zad. 10. Opracuj algorytm, ktéry odpowiada na pytanie, czy zdanie
Ve, ... Ve, Jyr ..o Jym @

jest tautologia. Zaktadamy, ze w formule ¢ nie ma juz kwantyfikatoréw.

Zad. 11. Przypusémy, ze formulta ¢ nie zawiera kwantyfikatoréw i zdanie JxVyp
jest tautologia. Podaj dowdd tego zdania. Wskazéwka. Trudno napisa¢ dowod, ale
mozna korzystajac z twierdzenia Herbranda opisa¢ metode konstruowania dowodu.
Taka metoda powinna sktadac sie z dwoch czesci: z metody konstruowania dowodu
tautologii rachunku zdan (na poziomie rachunku zdan) i rozumowania dotyczacego
kwantyfikatoréw. Pierwsza cze$¢ powinna by¢ znana z logiki, mozna tez postuzyé
sie koniunkcyjna postacia, druga czes$¢ nie jest trudna, zawiera dos¢ oczywiste ro-
zumowanie. Reszta rozumowania to pewien trick. Twierdzenie Herbranda w tym
przypadku méwi, ze pewna alternatywa postaci \ ¢(t, f(t)) (f to symbol skole-
mowski) jest tautologia w sensie rachunku zdan. W tej tautologii, dla kolejnych ¢
wszystkie wystapienia termu f(¢) zastepujemy zmienna. Robimy to tak, aby nie
utozsami¢ jakichkolwiek dwoch terméw w catej alternatywie. Dzigki temu, ta al-
ternatywa po zastapieniu nadal jest tautologia. Po zamianie wszystkich termoéow
postaci f(t) na zmienne dowodzimy tautologie, a nastepnie wyprowadzamy z niej
wyjsciowa formute. W ten sposob z twierdzenia Herbranda wyprowadzamy twier-
dzenie o petnosci, a takze otrzymujemy ogdlng metode konstruowania dowodéw w
rachunku kwantyfikatoréw.

Zad. 12. 1) [Jacques Herbrand, 1930] Rozwazamy teorie nastepnika, a wiec za-
pisang w jezyku ztozonym z trzech symboli pozalogicznych: statej 0, symbolu
funkcyjnego S oraz relacji =, ztozong ze zdan w tym jezyku, prawdziwych
w standardowym modelu liczb naturalnych. Wykaz rozstrzygalnosé teorii
nastepnika, a wiec dowiedz istnienie algorytmu pozwalajacego na sprawdze-
nie, czy dane zdanie nalezy do teorii nastepnika. Wskazéwka. Algorytm
rozwigzujacy to zadanie ma nastepujaca konstrukcje: najpierw sprowadza
dang do postaci normalnej, z blokiem kwantyfikatoréw na poczatku formu-
ly. Nastepnie poprawia te posta¢ tak, aby ostatni kwantyfikator byt egzy-
stencjalny, a bezkwantyfikatorowa czes¢ formuty miata alternatywng postac



normalna (wymaga to czasem umieszczenia negacji wsréd kwantyfikatorow,
ale to nam nie przeszkadza). Teraz kwantyfikator egzystencjalny jest prze-
stawiany z alternatywa. W rozwazanej teorii koniunkcje formut atomowych i
negacji takich formut, poprzedzona kwantyfikatorem egzystencjalnym, moz-
na zastapi¢ formuta pozbawiong kwantyfikatoréw. Prowadzi to do skrécenia
bloku kwantyfikatoréw, a po stosownej iteracji postepowania, do zastapienia
danego zdania zdaniem pozbawionym kwantyfikatoréw. Prawdziwosé tych
ostatnich zdan jest tatwo rozstrzygalna.

Udowodnij, ze teoria nastepnika z (réwnoscia oraz) aksjomatami
Ve Yy S(z) = S(y) = x =y,

Ve (=5(z) =0),
Ve (x=0V3yz=>9S(y)),
Ve (x=0VvVa=50)Vv3iyz=5S(Sy)))(?,itd.).

jest zupeha.

Pokaz, ze algorytm z pierwszej czesSci zadania jest wielomianowy pod wa-
runkiem, ze mozemy postuzy¢ sie czarng skrzynka pozwalajaca sprowadzié¢
formute bezkwantyfikatorows do alternatywnej postaci normalnej. Pokaz tez,
ze jest to algorytm NP-trudny.

(*) Uogdlnij dwie pierwsze czesci zadania tak, by dotyczyty teorii dodawa-
nia, w ktorej zamiast nastepnika S mamy symbol dodawania +. Zadanie
jest troche trudniejsze, ale metoda rozwigzania — podobna. Zrobit je po raz
pierwszy w 1928 roku Mojzesz Presburger, Polak pochodzenia zydowskie-
go, studiujacy matematyke na Uniwesytecie Warszawskim u prof. Alfreda
Tarskiego. Po ukazaniu sie pracy Godla wynik okazal sie znaczacy, ale w
pierwszej chwili nie zostal doceniony przez profesora i byt tylko podstawa
magisterium Presburgera. Dzisiaj teoria dodawania nazywa si¢ arytmetyka
Presburgera.



