Lista zadan z matematycznych podstaw informatyki nr 1.

Zad. 1. Udowodnij, ze nastepujace funkcje sa pierwotnie rekurencyjne:
1) max(my,..., m,) = najwiekszej liczbie sposrdéd my, ..., my,,

(n+m)(n+m+1)
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2) zwykla funkcja pary f(n,m) =

3) funkcje pid odwrotne do funkcji f z poprzedniego punktu, a wiec spelniajace
dla wszystkich m i n nastepujace réwnosci: p(f(m,n)) =m, d(f(m,n)) =n
oraz f(p(n),d(n)) = n,

4) potegowanie m™ rozumiane jako funkcja dwoch zmiennych,

5) f(m,n) =max{i < m:n'|m}.

nn

6) funkcja f zdefiniowana wzorem f(n) =n

Zad. 2. Udowodnij, ze jezeli f jest funkcjg pierwotnie rekurencyjng, to takze funk-
cja
maxy(n, Z) = max{f(0,7), f(1,Z),..., f(n—1,2)}
jest pierwotnie rekurencyjna.
Zad. 3. Funkcja Ackermanna jest definiowana rekurencyjnie za pomoca nastepu-
jacych rownosci:
A(0,n) =n+1, A(m+1,0) = A(m,1) oraz A(m+1,n+1) = A(m, A(m+1,n)).
Udowodnij, ze wszystkie funkcje A,, takie, ze A,,(n) = A(m,n) sa pierwotnie
rekurencyjne.
Zad. 4. Pokaz, ze funkcja Ackermanna jest rosnaca wzgledem kazdej zmienne;j.

Zad. 5. Udowodnij, ze dla kazdej funkcji pierwotnie rekurencyjnej f istnieje liczba
naturalna m taka, ze

flzy, ... xr) < A(m,max{zy,...,zx})

dla wszystkich liczb naturalnych z1, ..., x,. Wskazéwka: dowodzimy to przez in-
dukcje ze wzgledu na stopien ztozonosci definicji f.

Zad. 6. Udowodnij, ze funkcja Ackermanna nie jest pierwotnie rekurencyjna w
przeciwienstwie do wszystkich funkeji A, takich, ze A,,(n) = A(m,n).

Zad. 7. Udowodnij, ze funkcja Ackermanna jest rekurencyjna. Wskazowka: Zde-
finiuj najpierw relacje R(a,m,n) stwierdzajaca, ze a koduje dostatecznie duzy
fragment wykresu funkcji A pozwalajacy na ustalenie i zweryfikowanie wartosci
A(m,n). Nastepnie pokaz, ze R jest relacja rekurencyjna i zdefiniuj A uzywajac R
1 operacji minimum.

Zad. 8. Pokaz, ze jezeli funkcje gg, g1 oraz h sa pierwotnie rekurencyjne, to takze
funkcja f zdefiniowana réwnosciami

f(fv O) = gO(f>7 f(f7 1) = gl(f)v f(:?,n + 2) = h’(f(fv n)vf(fvn + 1)>n7f>

jest pierwotnie rekurencyjna. W szczegdlnodci, pierwotnie rekurencyjna jest funkcja
przyporzadkowujaca liczbie n wyraz F,, ciggu Fibonacciego.



Zad. 9. Pokaz, ze jezeli funkcje ¢y, g2, hi oraz hs sa pierwotnie rekurencyjne, to
takze funkcje f; i fo zdefiniowana réwnosciami

fl(fv 0) = gl(f)’ fl(f7n + 1) = hl(fl(fa n)?f?(fv n)7n7 f)

f2(7,0) = ga(Z), fo(Z,n+ 1) = ho(f1(Z, 1), fo(Z,n), n, T)

sg pierwotnie rekurencyjne. Wywnioskuj stad, ze funkcje div i mod sg pierwotnie
rekurencyjne.

Zad. 10. Pokaz, ze jezeli funkcje g, oraz h sa pierwotnie rekurencyjne, to takze
funkcja f zdefiniowana réwnosciami

f(7,0) = g(Z) oraz f(¥,n) =h(f(Z,(n)o), f(Z,(n)1),n,Z) dlan >0

jest pierwotnie rekurencyjna.

Zad. 11. Pokaz, ze jezeli funkcje g, h oraz k sa pierwotnie rekurencyjne, to takze
funkcja f zdefiniowana rownosciami

f(z,0) = g(z) oraz f(x,n+1)=h(f(k(z,n),n),n, x)

jest pierwotnie rekurencyjna.

Zad. 12. Pokaz, ze jezeli funkcje g, h, kg oraz ki sa pierwotnie rekurencyjne, to
takze funkcja f zdefiniowana réwnos$ciami

f(z,0) = g(z) oraz f(x,n)=h(f(ko(xz,n),(n)o), f(ki(z,n),(n)1),n,z) dlan >0

jest pierwotnie rekurencyjna.

Zad. 13. Pokaz, ze jezeli funkcja g jest pierwotnie rekurencyjna, to takze funkcja
f zdefiniowana rownosciami

f0,z) =g(z) oraz f(n,z)= f((n), f((n)1,z)) dlan >0

jest pierwotnie rekurencyjna.



