Funkcja Steinhausa - Mosera
Zad. 1. Przyjmijmy, ze
M(n,1,3) =n", M(n,1,p+1) = M(n,n,p), M(n,m+1,p) = M(M(n,1,p), m,p).

Udowodnij, ze te trzy rownosci definiujg funkcje rekurencyjna. Znajdz dziedzine tej
funkcji. Czy jest to funkcja pierwotnie rekurencyjna (dziedzine mozna poprawic!)?
Funkcja ta bywa nazywana funkcja Steinhausa - Mosera.

1 Wtasnos$ci funkcji Steinhausa - Mosera

Lemat 1.1 Funkcja Steinhausa - Mosera jest okreslona dla wszystkich tréojek ze
zbioru {(n,m,p) e N>:n>1Am>1Ap>3}. 0

Lemat 1.2 Dla wszystkich m > 1 ip > 3 mamy M(1,m,p) = 1.

Dowdéd. Najpierw przez indukeje ze wzgledu na m pokazujemy, ze jezeli M (1,1, p) =
1, to dla wszystkich m > 1 zachodzi réwnos$é M (1, m,p) = 1.

Pierwszy krok tego dowodu indukcyjnego jest oczywisty. Ponadto, jezeli M (1, m,p) =
1, to takze

M(1,m+1,p) = M(M(1,1,p),m,p) = M(1,m,p) = 1.

Teraz, aby zakoczy¢ dowdd wystarczy pokazaé, ze réwnosé M(1,1,p) = 1 za-
chodzi dla wszystkich p > 3. To rowniez dowodzimy przez indukcje. Dla p = 3
mamy

M(1,1,3)=1' =1

i bez trudu zauwazamy, ze

M(1,1,p+1)=M(1,1,p). O

1.1 Monotonicznosé¢ ze wzgledu na pierwszg zmienng

Bedziemy rozwazaé¢ funkcje naturalne okreslone dla argumentéw > 1 i przyjmu-
jace wartosci > 1. W takim przypadku przytoczone wtasnosci bedzie uwazac za
domyslne zatozenia. Dla takich funkcji mamy w szczegdlnosci

Lemat 1.3 Zlozenie funkcji rosngcych jest funkcjg rosngcg. O

Lemat 1.4 Jezeli f jest funkcjg rosngcq, to n < f(n) dla wszystkich n > 1.
Jezeli dodatkowo zalozymy, Ze 2 < f(2), to dla wszystkich n > 2 zachodzi takze
nierownosé n < f(n). O

Przyjmijmy, ze dla m > 11 p > 3 funkcja M,,, jest definiowana wzorem
Mm,P(n> = M(n7 map>-

Fakt 1.5 Z wzoru M (n,m+1,p) = M(M(n,1,p), m, p) wynika, ze funkcja M, 1,
jest ztozeniem M,, , o M, , funkcji M, , i M ,. W szczegblnosci mamy

MmH,;D(”) = Mm,p(Ml,p(n))‘

Whniosek 1.6 Dla dowolnego p > 3, jezeli funkcja My, jest rosngca, to dlam > 1
wszystkie funkcje My, , sq Tosngce.



Dowdd. 7Z powyzszego faktu bez trudu wyprowadzamy wniosek korzystajac z
zasady indukcji i wezedniejszego lematu o zlozeniu funkcji rosngcych. O

Lemat 1.7 Jezeli dla pewnego p > 3 funkcja M, , jest rosngca, to takze funkcja
M, pi+1 jest rosngca.

Dowéd. Zauwazmy, ze
Mypiiin+1)=Mn+1,L,p+1)=Mn+1,n+1,p) = Myy1,(n+1) =

= Mn,p(Ml,p(n + 1)) 2= Mn,p(” + 1) > Mn,p(n) = M(na n7p> =
= M(n, l,p + 1) = M17p+1(n).

Wykazana nieréwnos¢ swiadcezy o tym, ze funkcja M, ;41 jest rosngca. O

Whniosek 1.8 Dla dowolnych m > 1 ip > 3 wszystkie funkcje M, , sq rosngce. O

1.2 Monotonicznosé ze wzgledu na pozostale zmienne

Lemat 1.9 Dla p > 3 wartosé¢ M(2,1,p) jest stabo rosngcg funkcjg p. W szcze-
golnosci, dla wszystkich takich p mamy M ,(2) = M(2,1,p) > M(2,1,3) = 4.

Dowéd. Zauwazmy, ze
M(2,1,p+1) = M(2,2,p) = M(M(2,1,p),1,p) > M(2,1,p)

na mocy poprzedniego wniosku i lematu 1.4. Druga cze$¢ tezy jest oczywistym
wnioskiem z pierwszej czedci. O

Lemat 1.10 Dla wszystkich p > 3 oraz n > 1 wyrazenie M (n,m,p) jest rosngcg
funkcjg zmiennej m.

Dowéd. Zauwazmy, ze
M(n,m+1,p) = My,41,(n) = My, , (M ,(n)) > M, ,(n) = M(n,m,p).

Nieréwnos¢ w powyzszym wzorze jest konsekwencjg monotonicznosci funkeji M, ,,
i wynika z lematu 1.4 na podstawie poprzedniego. O

Lemat 1.11 Dla wszystkich m > 1 oraz n > 1 wyrazenie M (n,m,p) jest rosngcg
funkcjg zmiennej p.

Dowéd. Udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na m, ze zwigkszajac p o 1 zwiek-
szamy wartos¢ wyrazenia M (n, m, p).
Dla m = 1 korzystamy z poprzedniego lematu. Mamy wiec

M(n,1,p) < M(n,n,p) = M(n,1,p+1).
Drugi krok indukcyjny wynika z nastepujacych rachunkow:
M(n,m+1,p+1) = M(M(n,1,p+1),m,p+1) > M(M(n,1,p),m,p+1) >

> M(M(n,1,p),m,p) = M(n,m+1,p).

Pierwsza nieré6wnos¢ wynika z nieréwnosci wykazanej w pierwszym kroku induk-
cyjnym i z wniosku 1.8, druga — z zalozenia indukcyjnego. O



1.3 Pewna wlasnosé

Lemat 1.12 Dla wszystkich m,n > 1 oraz p > 3 zachodzi wzor
M(M(n,1,p),m,p) = M(M(n,m,p),1,p).

Dowdd. Lemat dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na m. Dla m = 1 wzdr jest
oczywisty. Zauwazmy, ze

M(M(n,m + 1,p), l,p) = M<M(M(n>map)7 1,]9), 1ap) =

=M(M(M(n,1,p),m,p),1,p) = M(M(n,1,p),m+1,p). O

1.4 Funkcja Ackermanna

Udowodnione wtlasnosci funkcji m pozwalaja poréwnaé ja z funkcja Ackermana.
Przypomnijmy wiec réwnoéci definiujace funkcja Ackermana A : N2 — N. Sa to
nastepujace rownosci

A(0,n) =n+1, A(m+1,0) = A(m,1) oraz A(m+1,n+1) = A(m, A(m+1,n)).
Nietrudno zauwazy¢, ze warto$¢ A(3,m) dana jest wzorem

A(3,n) = 2" — 3.

1.5 Zwigzek z funkcjg Ackermanna

Twierdzenie 1.13 Dla wszystkich liczb naturalnych n 1+ wszystkich naturalnych
m = 3 zachodzi nierownosé

m+ A(m,n) < M(m+n,1,m).

Dowdd. Nieréwnosé te dowiedziemy przez indukcje ze schematem, ktory zostat
wykorzystany w definicji funkcji Ackermanna.
Pierwszy krok: najpierw nieréwnos¢ dowodzimy dla m = 11 p = 3. Oczywiscie
mamy
3+AB,n) =2"" < (n+3)"P =Mn+3,1,3).

Drugi krok:
m+1+Am+1,0)=m+1+A(m,1) <1+ M(m+1,1,m) < M(m+1,1,m+1)
Trzeci krok, zatozenia:
m+ A(m,n) < M(m+n,1,m) dla wszyskich n € N

m+1+Am+1,n)<Mm+n+1,1,m+1).

Teza:
m+1+Am+1,n+1)<Mm+n+2,1,m+1).

Dowdd:
m+1+A(m+1,n+1) = m+1+A(m, A(m+1,n)) < 1+M(m+A(m+1,n),1,m) <
KI+MMm+n+1,1,m+1),1,m) < M(M(m+n+1,m+n+1,m),1,m)=
=MMm+n+1,1,m),m+n+1m)=Mm+n+1,m+n+2m)<
<Mm+n+2m+n+2m)=Mm+n+2,1,m+1)



