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1 Tresé zadania

Dla wartosciowan o; i 09 oznaczmy przez o, [1 09 wartosciowanie zadane wzorem

F, w przeciwnym przypadku.

Y

o1 Noa(q) = { T, gdy o1(q) = 02(q) =T,

Zadanie 1.1 Udowodnij, ze jezeli formuta ¢ jest hornowska, o1 = ¢ oraz o9 = ¢, to
takze o1 Moy = .

2 Przypomnienie definicji

2.1 Klauzule hornowskie

Zadanie dotyczy formul hornowskich. Zgodnie z definicja sa to koniunkcje klauzul hornow-
skich. Aby rozumie¢ te definicje, trzeba wiec wiedzieé, co to sg klauzule. Sg to alternatywy
literaléw, czyli zmiennych zdaniowych i ich negacji. Klauzule nazywamy hornowska, je-
zeli najwyzej jeden z wystepujacej w niej literaléow jest pozytywny, czyli jest zmienng
zdaniowa, a nie zanegowang zmienng zdaniowa.

Koniunkcje i alternatywy, o ktérych mowa w przytoczonej definicji, nie sa zwykltymi
spojnikami. Sg to koniunkcje i alternatywy wielocztonowe. Mamy nastepujace rodzaje
klauzul hornowskich:

1) L, czyli alternatywa, ktéra nie ma cztondéw, patrz str. w Materiatach do zajeé,

2) zmienne zdaniowe p, negacje zmiennych —p, czyli alternatywy jednoczltonowe oraz
alternatywy —p V ¢, czyli pewien rodzaj dwucztonowych,

3) alternatywy postaci

\/ i, czyli =pyVpa V..V —p,

n=1

gdzie n > 1, a p; sa zmiennymi zdaniowymi, sa to alternatywy o przynajmniej
dwoch cztonach,

4) alternatywy postaci
n
(\/ m-) Vg = (pVope Ve Vo, Vg
n=1

1



gdzien > 1, a p; oraz ¢ sa zmiennymi zdaniowymi, sa to alternatywy o przynajmniej
trzech cztonach.

Przytoczony wykaz klauzul nie do konica jest definicja, cho¢ dobrze ja oddaje. Uzyte
w nim wielocztonowe alternatywy sa rzeczywiscie wielocztonowe, majg przynajmniej dwa
cztony.

Z Materialow do zaje¢ wynika tez, ze czes¢ klauzul hornowskich mozna zapisa¢ w
postaci

n
A pi=q,
i=1
gdzie py,...,p, oraz ¢ to zmienne zdaniowe. Ta formuta nie jest alternatywa.

Zgodnie z definicja, klauzule (takze formuly) hornowskie sa to formuty majace okre-
slona posta¢. Nie powinny wiec zawiera¢ implikacji. Posta¢ formuly to jeden z elemen-
tow sytuacji. Drugim sg wtasnosci przystugujace formutom o interesujacej nas postaci,
na przyktad taka, jak wtasnosé formut hornowskich z zadania 102. Zwykle interesujg nas
dwa pytania: jakie wlasnosci majg interesujace nas formuty oraz jaka posta¢ mozna nadac
formutom majacym rozwazane wtasnosci. Te wiasnodci czesto sg takie, ze wraz z formutg
@ przystuguja takze formutom réwnowaznym z . Tak jest na przyklad dla wtasnosci z
zadania 102. W takim przypadku mozemy méwi¢ np. o formutach hornowskich w szer-
szym sensie, ktore nie musza mie¢ charakterystycznej postaci, ale sg rownowazne takim
formutom. W tym sensie przytoczona implikacje mozna uwazac za klauzule hornowska.

2.2 Formuly hornowskie

Formuty hornowskie sa zgodnie z definicja koniunkcjami klauzul hornowskich. Mamy wiec
trzy rodzaje takich formut:

1) T, czyli koniunkcja pozbawiona cztonéw,
2) klauzule hornowskie, czyli jednocztonowe koniunkcje klauzul,

3) koniunkcje klauzul hornowskich, przynajmniej dwucztonowe.

2.3 Spelnianie przy danym wartosciowaniu

Zgodnie z definicja, warto$ciowanie o spelnia formute ¢, czyli
o | ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy () =T,

a wiec wtedy, gdy T jest wartoscia logiczng formuty ¢ przy wartosciowaniu o.

3 Rozwigzanie zadania dla klauzul hornowskich

3.1 Pierwsze rozwigzanie

Mamy wiec klauzule hornowska ¢ i dwa wartosciowania o1 i g9, dla ktérych formuta ¢
ma warto$¢ logiczng T'. Mamy wyliczy¢ warto$é logiczng formuty ¢ przy warto$ciowaniu
o1 Moy. Bedziemy rozwazaé dwa przypadki.



Przypadek 1: Pewien negatywny literat w ¢ jest prawdziwy.

Doktadniej, zaktadamy, ze pewien literat bedacy cztonem klauzuli ¢, a takze nega-
cja zmiennej zdaniowej jest spetniony przy wartosciowaniu oy M oo. Jezeli czlon alterna-
tywy (takze wielocztonowej) jest spelniony przy pewnym wartoSciowaniu, to przy tym
warto$ciowaniu réwniez jest spelniona cata alternatywa. Stad otrzymujemy teze, czyli
stwierdzenie, ze ol/I_FQ(go) =T, ktére moze tez zostaé zapisane w postaci o Moy = @.

Przypadek 2: Zaden negatywny literal w ¢ nie jest prawdziwy.

WezZmy dowolny negatywny literal —p bedacy cztonem ¢. W tym przypadku, wartosé
logiczna —p przy wartosciowaniu o 1 09 jest réwna F. Stad mamy o1 Mos(p) = T, a
z definicji operacji M otrzymujemy, ze o1(p) = o2(p) = T. Wartosé logiczna literatu —p
zaréwno przy warto$ciowaniu oy, jak i o9 jest wiec réwna F.

W ten sposéb uzasadnilismy, ze zaden negatywny literat w klauzuli ¢ nie jest spetniony
dla zadnego z warto$ciowan oy i g9. Ale dla tych warto$ciowan klauzula ¢ jest spelniona
(na mocy zalozenia). Wobec tego, dla obu wartosciowan musza istnie¢ w klauzuli ¢ po-
zytywne literaly, czyli zmienne zdaniowe ¢; i ¢o takie, ze 01(q1) = 02(q2) = T. W klauzuli
hornowskiej najwyzej jeden literat jest pozytywny. Poniewaz klauzula ¢ jest hornowska,
wiec ¢ 1 ¢2 to jedna i ta sama zmienna. Dalej bedziemy oznaczaé¢ ja symbolem ¢. Spet-
nione sg wiec réwnosci o1(q) = o2(q) = T. Z definicji operacji M otrzymujemy, ze takze
o1 Moy(q) = T. Jezeli pewien czton alternatywy ¢ jest spelniony przy wartosciowaniu
o1 Moy, to takze cata formuta ¢ jest spetniona przy tym wartosciowaniu.

3.2 Inne rozwigzanie zadania dla klauzul hornowskich

Tym razem wykorzystamy fakt, ze klauzule hornowskie mozna réwnowaznie zapisa¢ w
postaci

n n

/\pi:>q lub /\pi:>J_.

i=1 i=1

Znowu zaktadamy, ze mamy formute ¢ taka, jak wyzej, i dwa warto$ciowania oy i o9,
dla ktoérych formuta ¢ ma wartos¢ logiczng T'. Liczymy wartos$é logiczna formuty ¢ przy
wartosciowaniu oy 'l 0s.

Formuta ¢ to implikacja. Jezeli poprzednik implikacji ma wartos¢ logiczna F', to cata
implikacja ma wartos¢ T'.

Zatozmy wiec, ze poprzednik formuty ¢, czyli koniunkcja A, p;, ma przy wartoscio-
waniu o oy wartos¢ logiczng T'. Wtedy wszystkie zmienne zdaniowe pq, po, . .., p, maja
przy tym wartosciowaniu wartos¢ T, a takze te wartos¢ maja przy wartosciowaniach oy
oraz 09. Stad otrzymujemy, ze poprzednik formuty ¢ ma tez warto$¢ T przy kazdym z
wartodciowan oy oraz os.

Skorzystajmy teraz z zatozen zadan. Jezeli implikacja i jej poprzednik sa spetnione
przy pewnym warto$ciowaniu, to spelniony jest tez jej nastepnik. Nastepnikiem tym nie
moze by¢ L, wiec musi by¢ pewna zmienna zdaniowa, powiedzmy ¢. Jezeli ¢ jest spelniona
przy kazdym z wartosciowan o, oraz os, to jest spelniona tez przy wartosciowaniu o Mo5.

Implikacja, ktorej nastepnik jest spetniony przy pewnym wartosciowaniu, tez jest przy
nim spetniona. Stad 7' jest wartoscia logiczna implikacji ¢ i to konczy dowdd.



3.3 Poprzednie rozwigzanie bez wyjasnien, bardziej formalnie
1) Przyjmijmy, ze

¢=Api=qlub o= A\p =1,
=1 =1

2) oraz zalézmy, ze o1 = ¢ oraz oy | ¢ (zalozenia dowodu).
3) (Dazymy do pokazania, ze o1 Moy = ¢.)
4) Zalézmy dodatkowo, ze o1 Moy = Ay Di-
(a) oy Moy =p;dlai=1,2,...,n (z zalozenia 4 i tabelki A)
) o1 Epioraz oy Ep;dlai=1,2,...,n (z 4(a) 1 definicji M).
) o1 E ALy pi oraz o5 = Ay pi (z 4(b) i tabelki A)
(d) Zatozenie ¢ = A, p; = L implikuje sprzecznos¢ (o = L, z 4c i tabelki =).
) ¢ = Ni=1pi = q (namocy 1) i 4(d)).
) 01(q) =T oraz o5(q) =T (z 4(c), 4(e) i tabelki =).
(g) o1Moa(q) =T (z definicji M).

5) o1 Moy = ¢ (opuszezenie zatozenia dodatkowego, na mocy tabelki =). O

4 Ostatnia czes$¢ rozwigzania

Aby dokonczy¢ rozwiazywanie zadania 102 trzeba jeszcze pokazaé, ze koniunkcja dwoch
formut majacych wtasno$c¢ rozwazana w tym zadaniu tez ma te¢ wtasnosé. Jest to bardzo
proste zadanie. Nastepnie nalezy uogélni¢ to na dowolne koniunkcje.

5 Zadania dodatkowe

Zadanie 5.1 Ktore z ponizszych formut sa hornowskie
pV PV P, gV opVp, 2qV gV opVp, pV g, pV gV p?
Zadanie 5.2 Pokaz, ze formuta p V ¢ nie ma wtasnosci z zadania 102.

Zadanie 5.3 Niech ¢ bedzie formutg majaca wtasnosé z zadania 102, czyli taka ze

jezeli o1 =@ oraz o9 =@, to o1Moy

dla wszystkich wartosciowan oq i os.

Udowodnij, ze jezeli formuta ¢ — pV q jest tautologia, to przynajmniej jedna z formut
© — p oraz @ — q tez jest tautologia (p i ¢ to zmienne zdaniowe). Wsk.: taka teze chyba
nalezy uzasadnia¢ metoda nie wprost.

Zadanie 5.4 Przyjmijmy, ze formuta ¢ jest taka, jak w poprzednim zadaniu. Uogdlnij
poprzednie zadanie dowodzac, ze jezeli ¥ jest klauzula taka, ze formuta ¢ — 1 jest tauto-
logia, to jest taka klauzula hornowska y, ze formuty ¢ — y oraz x — v sa tautologiami.

Zadanie 5.5 Udowodnij, ze jezeli formuta ¢ ma wtasnosé z zadania 5.3, to jest ona réw-
nowazna formule hornowskiej. Wsk.: na mocy poprzedniego zadania, klauzule w dowolne;j
koniunkcyjnej postaci normalnej formuty ¢ zastepujemy klauzulami hornowskimi.



