Zadanie 2 z pierwszej czesci egzaminu 2016

Antoni Koscielski

1 Tresé zadania

Przyjmijmy, ze C'F'L; oznacza te jezyki bezkontekstowe, dla ktorych istnieje gra-
matyka majaca, oprocz symbolu poczatkowego Sy, ktory nie moze pojawié sie po
prawej stronie zadnej reguly, jeszcze jeden symbol nieterminalny S, za$ L3 — jezyk
reprezentowany przez wyrazenie regularne aa*bb*cc*.

Czesé 1. Udowodnij nastepujacy lemat:

Lemat 1.1 (o pompowaniu dla jezykéw CFL,) Dla kazdego jezyka L € CF L,
istnieje stata k taka, Ze dla kazdego stowa w € L o dlugosci wiekszej od k istnieje
podzial vys1vV18s . .. s;U; stowa w 1 podzial x;1y;2; kazdego ze stow s; takie, Ze

1) 1 <k,
2) kazde v; i kazde y; ma diugosé co najwyzej k,

3) dla kazdych 1 < i,j < | stowo vos1v182 ... 0,_12;5;2V; . .. s;u;, powstale ze
stowa w przez zastgpienia fragmentu y; stowa s; w w przez s; rowniez nalezy
do L.

Czesé I1. Uzyj powyzszego lematu o pompowaniu aby pokazaé, ze Ly € CF L.
Uwaga. Aby ulatwi¢ troche czytanie wzorow, wprowadzmy nastepujace ozna-
czenia: dla danego podziatu stowa w takiego, jak w lemacie o podstawianiu, postaci
VpS1V182 - . . V1LY 2;V; - . . S|V,
symbolem w;[u] bedziemy oznaczaé stowo

VpS1V182 . ..0;1T;UZ;V; ... SV;.

Tak wiec punkt 3) ze sformutowania lematu o pompowaniu mozna tez sformutowaé
w nastepujacy sposob:

3) dla kazdych 1 < 4,5 < stowo w;[s;] réwniez nalezy do L.

2 Dowéd lematu o pompowaniu
Zatozmy, ze jezyk L jest generowany przez gramatyke G z produkcjami
So— Pdlai=1,...,m, P,€{a,b,c, S}

oraz
S—wudlai=1,...,n, u; €{a,b,c, S}

Przyjmijmy, ze k oznacza wicksza z liczb

max{| P;|:1=1,2,...,m} oraz max{|u;|:i=1,2,...,nAu; € {a,b,c}*}.



WezZmy dowolne stowo w € L o dlugosci > k. Gdyby w byto mozna wyprowa-
dzi¢ w G w jednym kroku, to w byltoby réwne P; dla pewnego ¢ oraz

|w|=|P|<k
Wyprowadzenie w wymaga wiec przynajmniej dwéch krokéw i ma postac?
S() = P=w

dla pewnego i = 1,...,m oraz P = P,.
Stowo P € {a,b,c, S}* mozna przedstawi¢ w postaci

P =vySvS. .. v_15

dla pewnych stéw vg, v1,...,v € {a,b,c}*. Nietrudno zauwazy¢, ze dtugosci tych
stéw oraz liczba [ spelniaja nieréwnosci

v, | <|P|<k oraz | =|P s <k.

W gramatykach bezkontekstowych, jezeli tylko stowo w daje sie wyprowadzi¢ ze
stowa vgSv1S ... v;_1Sv;, to istniejg stowa sq, s9, . . ., s; oraz wyprowadzenia S = s;
dlaz=1,2,...,1 takie, ze

W = VYgS1V1S2 . ..U—151V;.

W ten sposéb zdefiniowaliSmy podziat stowa w wymagany przez teze¢ lematu. Teraz
musimy odpowiednio podzieli¢ stowa s;.

Jezeli stowo s; zostalo wyprowadzone z S w jednym kroku, to przyjmujemy x; =
z; = € oraz y; = s;. W przeciwnym razie wyprowadzenie s; wymaga przynajmniej
dwdéch krokow i — po wyrdznieniu ostatniego kroku wyprowadzenia — ma postac

S = szy, = LUz = S

dla pewnego u; takiego, ze S — u;. W tej sytuacji przyjmujemy, ze y; = u;, a x; i
z; sa takie, jak wyzej. Oczywiscie, dla wszystkich ¢ mamy |y; | < k, a takze

S = x;Sz oraz S = vy;. (1)

Pozostato dowies¢, ze zdefiniowane podzialy maja wtasnoéé 3) z lematu o pom-
powaniu. Wezmy wiec dowolne ¢, 7 takie, ze 1 < 1,7 < [. Wyprowadzajac w grama-
tykach bezkontekstowych, symbole nieterminalne mozemy zastepowaé¢ w dowolnej
kolejnosci. Wobec tego, wyprowadzajac ze stowa P mozemy najpierw przeksztal-
ca¢ wszystkie symbole S z wyjatkiem i-tego, zostawiajac wyprowadzanie z tego
ostatniego symbolu na koniec. Ze sposobu konstruowania podziatu i wzoréw (1)
wynika, ze

So = VpS1V1 - . - vi_lSvi . V1810 = wz[S] dla i = 1,2..., l,
a stowo w mozna tez wyprowadzi¢ w nastepujacy sposob:

Zmieniajac samg koncowke tego wyprowadzenia mozemy uzyskaé stowo podane w
tezie lematu:
SO = ’LUZ[S] = ’LUi[Sj].

!Bedziemy stosowaé nastepujace, uproszczone oznaczenia zwigzane z gramatykami: symbol
— oznacza produkcje gramatyki, a symbol = relacje wyprowadzenia w rozwazanej gramatyce,
albo w jednym, albo tez w wielu krokach.



3 Dwa dajace do mySlenia fakty

Najpierw zauwazmy, ze lemat o pompowaniu méwi cos tylko o dtugich stowach.
Mamy bowiem nastepujacy

Fakt 3.1 Wezmy dowolng liczbe naturalna k. Jezeli stowo w € L3 ma dlugos¢
niewieksza niz k% + k, to dla tej liczby k daje sie ono podzieli¢ tak, jak to zostato
podane w lemacie o pompowaniu.

Aby sie o tym przekonaé¢, wystarczy dane stowo w € Lg jakkolwiek podzieli¢
na | < k? + k podstéw vy, vy, ..., v, kazde dtugosci < k. Przyjmujac wtedy, ze
s; = x; = y; = z; = € otrzymujemy podzial stowa

W = VU1 ...V = VgS1V1S82...S8U;

spelniajacy wszelkie warunki z lematu o pompowaniu. W szczegolnosci, wszystkie
stowa w;[s;| € L3, gdyz w;[s;| = w;[s;]| = w.

Drugi fakt podpowiada, jak mozna budowaé gramatyke typu C' F'G; generujaca
jezyk Ls. Przy okazji podpowiada, z jakich powodéw jezyk Ls nie jest typu C'F'G;.

Fakt 3.2 Kazdy jezyk L C L3 reprezentowany przez wyrazenie regularne postaci
aa*(b™ + ...+ b™)ec* jest generowany przez gramatyke z produkcjami

S —aS, S— Sc oraz S —ab™c dla 1=1,2,...,n.

4 Rozwiagzanie czesci 11

Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze Ly € CFG;. Mozemy wiec skorzysta¢ z lematu
o pompowaniu. W tym celu wezmy staltg k z tezy lematu i stowo w = a™b"c” € Lj
o dtugodci 3n > k? + k. Mozemy dodatkowo zalozyé, ze k > 2. Wtedy n bedzie
wieksze od k (n > k, jezeli chcemy postuzyé¢ sie wzorem).

Zgodnie z lematem 1.1 stowo w mozna przedstawi¢ w postaci

VpS1V182V2 ... 81U,

gdzie dla ¢z =1,2,.../ mamy
Si = TilYizi
oraz
1) I < k;
2) |vi|<kdai=0,1,...,1
3) |y | <kdlai=1,2,...,1,
4) wszystkie stowa postaci w;|[s;], dla dowolnych 4, j, 1 <4, j <[, nalezg do Ls.

Krok 1. Przynajmniej jedno ze stow sy, so, .. ., s; jest niepuste. W przeciwnym
razie, dlugosé stowa w = vgvivy ... v;_1v; bytaby nie wieksza niz (k+1) - k. Bytoby
to sprzeczne z wyborem w.

Krok 2. Litera a wystepuje w jednym ze stow s1, So, . . ., 5. Stowo vy jest zbyt
krotkie, by byly w nim zawarte wszystkie litery a ze stowa w. Wobec tego, a
jest pierwsza litera stowa sjv18909 ... 50;. Jezeli stowo s; jest niepuste, to a jest
pierwsza literg s;. W przeciwnym razie, s; = € i a jest pierwszg litera stowa
V18203 . .. S;u;. Przypusémy, ze s; jest niepustym stowem. W stowie

w1 [Sz] = VpS;V1S2...81V; € Lg.
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wszystkie litery stowa s; poprzedzaja jedno z wystapien litery a. Poniewaz jest to
stowo z jezyka L3, wiec stowo s; sktada sie wylacznie z liter a, a poniewaz jest
niepuste, wiec wystepuje w nim litera a.

Krok 3. Analogicznie dowodzimy, ze litera ¢ wystepuje w jednym ze stow
81,82,...,98].

Krok 4. W zadnym ze stéw s; nie wystepuja jednoczesnie litery a i c. Przy-
puéémy, ze jednak w stowie s; wystepuja litery a i c. Stowo w;[s;] € L3 zawiera
podstowo x;s;2;. W stowach z L3 wszystkie litery znajdujace sie za litera c sa rowne
c. Wobec tego, stowo z; sktada sie tylko z liter c. Analogicznie, stowo x; sktada sie
tylko z liter a. Kazde podstowo stowa z w € L3, zawierajace litery a i ¢, zawiera
takze wszystkie wystapienia litery b wystepujace w w. Wobec tego, wszystkie litery
b wystepujace w w znajduja sie w stowie s; = x;9;2;, a poniewaz nie ma ich w z;
oraz z;, wszystkie znajduja sie w y;. Stad |y;| > n > k, co jednak nie jest mozliwe.

Krok 5 i ostatni. Przyjmijmy, ze litera a wystepuje w stowie s;, a litera ¢
wystepuje w stowie s;. Wiemy juz, ze ¢ # j. Gdyby i byto wicksze od j, to w
stowie w jedna z liter a znajdowataby sie za litera ¢, co nie jest mozliwe. Tak wiec
i < j. Zgodnie z lematem o pompowaniu, stowo w;[s;] nalezy do Ls. W stowach
z L3 wszystkie litery znajdujace sie za litera ¢ sa réwne c. Wobec tego, stowo
2iViy18i42 - - - Uy, & takze jego podstowo s;, sktadaja sie tylko z liter c. Analogicznie,
stowo wj;[s;] nalezy do L, a stad stowa vy...s;_1v,_1x; oraz s; sktadaja sie tyl-
ko z liter a. Wspélny fragment tych stéw, czyli stowo z;v;11 ... v;_12;, skltada sie
zarowno tylko z liter a, jak i wylacznie z liter c. Jest wiec stowem pustym, takze
stowa z; i x; sg puste, a stowo w jest réwne

V... Si—1Vi—1T:YiYjZ25Vj41S8j42 ...V = Vg . . . §;—1V;—-185; §;Vj415542 ... U]

W ten sposéb okazato sie, ze stowo jest konkatenacja dwoch stow, ztozonych od-
powiednio z liter a i ¢. Nie ma wigc w nim liter b, mimo ze definiujac stowo w
wpisaliémy do niech wiele takich liter. Ta sprzeczno$¢ swiadczy o stwierdzenia z
czesci 11

5 Inne rozwigzania czesci Il i ciekawe argumenty.

Zaktadamy teraz, ze mamy stowo w € Lz, w ktérym kazda z liter a, b i c wystepuje
wiecej niz k razy, a takze podzialty

W = VpS1V1S2 ... 85U oraz §; = w2 dla 1 =1,2,...,1,
spetniajace teze lematu o pompowaniu ze stata k.

Fakt 5.1 Jezeli [ = 1, to w slowie s; wystepuja litery a i ¢, a w konsekwencji
takze litera 0.

Tak jest, poniewaz w = vys,v; i stowa vy oraz vy sa zbyt krétkie, aby zawieraty
odpowiednio wszystkie litery a i c.

Fakt 5.2 W zadnym stowie s; nie wystepuja jednoczesnie litery a i c.

To juz zostalo pokazane, w kroku 4. Alternatywny dowdd jest nastepujacy: w
stowie s; sg tez wszystkie litery b wystepujace w w, ale nie wszystkie moga nalezeé
do y;. Wobec tego przynajmniej jedna z nich nalezy albo do z;, albo do z;. Stowo
w;[s;] zawiera podstowo x;s,;z;, w ktérym — w przypadku, gdy b wystepuje w x; —
litera b poprzedza litere a w stowie s;. W drugim przypadku, litera b ze stowa z;
znajduje sie za literg c. Tak wiec w;[s;] & Ls.
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Fakt 5.3 Jezeli l > 1, to w zadnym stowie s; nie wystepuja dwie rézne litery.

Przypusémy, ze w stowie s; sa dwie litery: a i b, oraz liczba j rézna od i spetnia
1 < j < l. Stowo wj[s;] ma postac ...s;...s;.... wtym stowie litera b z pierwszego
s; poprzedza litere a z drugiego wystapienia tego stowa. Wobec tego, w;[s;] & L.

Fakt 5.4 Istnieje ¢ < [ takie, ze w stowie s; wystepuje litera b, ewentualnie s; jest
puste, ale wtedy znajduje sie miedzy literami b.

Pierwsza litera b w stowie w nalezy do pewnego podstowa z podziatu stowa w.
Jezeli tym podstowem jest v;_1, zbyt krotkie, by zawiera¢ wszystkie litery b, to b
jest pierwsza litera stowa s;v; ... v;. Wtedy albo s; zawiera litere b, albo jest puste.
W tym drugim przypadku, litery b w stowie w znajduja si¢ zaréwno przed, jak i
po fragmencie s;. Jezeli za$ pierwsza litera b ze stowa w nalezy do podstowa s;, to
fakt jest oczywisty.

Z powyzszych faktéw tatwo wyprowadzi¢ sprzecznosé. Wystarczy wziaé¢ stowo
s; z litera a i zastapi¢ nim fragment y; ze stowa s; zawierajacego litere c. Po
wykonaniu tego zastepowania otrzymyjemy stowo, w ktorym litera b poprzedza
litere a.

Na koniec zauwazmy, ze biorgc dlugie stowo w, w ktérym kazda litera wyste-
puje wiecej niz k? + k razy, bardzo tatwo wykazaé, ze kazdy jego podzial zawiera
podstowa s;, s; 1 s; zawierajace odpowiednio litery a, b i c.

6 Bardzo kroétkie rozwigzanie czesci 11

Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze Lj jest jezykiem typu C'F'G; i zachodzi dla
niego lemat o pompowaniu ze stala k. Wezmy stowo w = a# Tht1p2k*th+1 ok +h+1
Zgodnie z lematem o pompowaniu, stowo w mozna przedstawi¢ w postaci

W = Vp$101S2 . .. Svy, gdzie s; = wyyz; dla i =1,2,... 1.

W tym przedstawieniu dtugos$é stowa vgv; . .. v;_1v; nie przekraczata k? + k. Stad
wynika, ze dla pewnego ¢ jedna z liter a ze stowa w wystepuje w stowie s;. Po-
dobnie, dla liter b. Jest ich jednak wiecej, ich liczba przekracza dtugos$é¢ stowa
VoY1 v1Ys - . . vi_1yv;. Tak wiec, dla pewnego j jedna z liter b ze stowa w wystepuje
w stowie x;z;. Z literami c jest podobnie, jak z a, i jest takie k, Ze w stowie sy
wystepuje c.

Jezeli w stowie x; znajduje sie litera b, to rozwazamy stowo w;[s;]. W tym stowie
litera b z x; poprzedza liter¢ a wystepujaca w s;. Stowo w;[s;] nie nalezy wiec do
L. Jezeli litera b jest w stowie z;, to znajduje si¢ w stowie w;[si] za literg c. W tym
przypadku stowo w;[sk] tez nie nalezy do Ls. W obu przypadkach dochodzimy do
wnioskéw sprzecznych z lematem o pompowaniu, a to z kolei $wiadczy o stusznosci
uzasadnianej tezy.



