1 Czym bedziemy sie zajmowac

Bedziemy konstruowaé¢ wyrazenie regularne reprezentujace jezyk nad alfabetem z
dwoma literami a i b ztozony z wszystkich stow, ktore nie zawieraja wzorca baba.

Najprostsza metoda rozwigzania tego zadania polega na wykorzystywaniu spo-
sobu tworzenia wyrazen regularnych zastosowanego w dowodzie twierdzenia o ist-
nieniu takich wyrazen reprezentujacych dowolny jezyk akceptowany przez automat
skonczony. Przyjrzyjmy sie wiec odpowiedniemu automatowi.

2 Automat badajgcy wystepowanie wzorca baba

3 Konstrukcja wyrazenia regulanego dla danego
automatu skonczonego

Majac dany automat skonczony o stanach ¢, qs, . . ., g, zwykle rozwaza si¢ pomoc-
nicze jezyki R
Lij={weX: §g w)=q}

Jest oczywiste, ze sa to jezyki regulane i jezyk L akceptowany przez rozwazany
automat (podobnie jak kazdy inny jezyk akceptowany przez automat skonczony)
jest sumag mnogosciowa kilku takich jezykéw. Tak wiec znajac wyrazenia regular-
ne reprezentujace podane jezyki tatwo poda¢ wyrazenie regularne reprezentujace
jezyk L.

Sledzenie dalszego dowodu moze okazaé sie tatwiejsze, jezeli diagram automatu
skonczonego zinterpretujumy jako mape potaczen drogowych. Na podany diagram
mozemy patrze¢ jak na mape z pigcioma miastami o numerach od 1 do 5, stany
automatu odpowiadaja miastom na mapie. Strzatki (krawedzie) automatu wyobra-
zaja drogi. Kazda droga jest jednokierunkowa i zostata nazwana pojedynczg litera
odpowiedniego alfabetu. Jest wyznaczona przez miasto, w ktéorym sie zaczyna, i
przypisang jej nazwe. Przy takiej interpretacji diagraméw stowa odpowiadaja opi-
som tras przejazdu. Konkretng tras¢ otrzymujemy wskazujac dodatkowo, w jakim
miescie zaczyna sie. Jezyk L;; sktada si¢ z opiséw tych tras, ktore z miasta (o
numerze) i prowadza do miasta j.

Standardowy dowod wspomnianego twierdzenia wykorzystuje zwykle jezyki

Lﬁj ={weX": §(q,w) =g A
AYv (v — niepusty, wlasciwy prefiks w) = 3 < k S(Qi, v) =q}.

Jezyki Li-f ; zawieraja wigc wytacznie opisy tras z L; ; prowadzacych przez miasta
o numerach < k. Oczywiscie, mamy réwnos¢ L; ; = L7’



Dla tych jezykow stuszny jest nastepujacy, do$¢ oczywisty wzor:
k41 k k k « 7k
sz = Li,j U Li,k+1(Lk+1,k+1) Lk—i—l,j'

Wzor ten wynika z tego, ze trasy od ¢ do j przez miasta o numerach < k + 1 s
dwojakiego rodzaju: albo omijajg takze miasto o numerze k + 1, albo wymagaja
przejazdu przez miasto k + 1, moze nawet kilkakrotnego. W tym drugi przypadku
sktadaja sie z pierwszego przejazdu do k + 1, z kilku przejazdéow z k + 1 do k + 1
bez odwiedzania k + 1 i w koncu z przejazdu z k + 1 do j.

Przytoczony wzoér wyraza najwazniejsza czesé¢ rekurencyjnej definicji jezykow
Lﬁ ;- Aby si¢ nim postuzy¢ wystarczy wyliczy¢ jeszcze jezyki Lg ;- Zwykle nie spra-
wia to ktopotow. W przypadku rozwazanego automatu mamy na przyktad

L?,l = {67 CL}, L(Q),ZS = {a’} oraz LZ,?) = @

Jezyki te bez trudu reprezentujemy wyrazeniami regularnymi, a korzystajac z przy-
toczonego wzoru mozemy stopniowo znalezé¢ wyrazenia regularne reprezentujace

wszystkie jezyki Lﬁ ;» a w konicu takze wyrazenie regularne reprezentujace L.

4 Uproszczenie podanej metody

Wryliczanie w podany sposob wyrazenia regularnego reprezentujacego L jest ra-
czej procesem ztozonym. Mozna go uprosci¢ stosujac specyficzng metode, bardziej
dostosowang do rozpatrywanego automatu, stosujac wiele innych wzoréw, podob-
nych do podanego, i korzystajac takze z innych jezykéw pomocniczych, na przyktad
jezykow LZXJ zdefiniowanych dla zbioru liczb naturalnych X wzorem
ij:{wEE*: g, w) =q; N\ ~
AYv (v — niepusty, wlasciwy prefiks w) = 3 € X §(¢;,v) = ¢},

a wiec jezykow ztozonych z opisow tras prowadzagcych od miasta ¢ do j, omijajacych
miasta o numerach nalezacych do zbioru X.

Nasze zadanie w przypadku narysowanego wyzej automatu wymaga znalezienia
wyrazen regularnych reprezentujacych jezyki L; 1, L12, L1311 Ly 4.

Nietrudno zauwazyc¢, ze

L174 = Ll,gb i podobnie, L173 = LLQCL.
Roéwnie tatwo zauwazy¢, ze zachodzi dos¢ ogdlna rownosé
Ly =Ly L3,
Kazdg tras¢ z jezyka L; ; mozemy bowiem podzielic na dwa odcinki: pierwszy, w
ktorym by¢ moze wielokrotnie przejezdzamy przez i, koniczacy si¢ ostatnim prze-
jazdem przez miasto o numerze i, i drugi, zaczynajacy sie w ¢ i prowadzacy do 7,
w ktorym juz nie przejezdzamy przez i. Podobnie pokazujemy, ze
L= (Li}l})*'

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze rozwigzanie naszego zadania spro-

wadza sie do znalezienia dwdch wyrazen regularnych p; i ps, reprezentujacych
I . {1} {1} . . , LU
odpowiednio jezyki Ljj oraz Lis. Majac te wyrazenia fatwo poda¢ wyrazenie
reprezentujace jezyk L, czyli sume jezykéw Ly, Lya, L1311 Ly 4. Jest nim
(p1)*(e + p2 + p2a + paab).
Zauwazmy jeszcze, ze
LY =oL{d = b(LE5™)" = b{b, abb}".
Stad otrzymujemy rownosé
p2 = b(b+ abb)*.

Wyliczenie wyrazenia p; pozostawiam zainteresowanym Czytelnikom.
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5 Kolejne rozwigzanie

Wprowadzmy teraz drobne pojecie. Blokiem ab w stowie w bedziemy nazywaé do-
wolne podstowo stowa w, ktore zaczyna si¢ litera a i konczy sie literg b, w ktorym
wszystkie litery a znajduja si¢ przed literami b, speliajace warunek maksymal-
nosci, a wiec takie podstowo, ktérego nie mozna powiekszy¢ zachowujac wszystkie
wymienione tutaj wtasnosci. Na przyktad, stowo baabbbab zawiera doktadnie dwa
bloki ab: pierwszy, ztozony z dwoch liter a i trzech liter b, i drugi, ztozony z dwédch
ostatnich liter ab. Podstowo ab rozwazanego stowa, zlozone z trzeciej i czwartej
litery, nie jest blokiem ab gdyz nie jest maksymalnym podstowem o wtasnosciach
wymaganych przez definicje bloku.

Lemat 5.1 Przypusémy, Ze stowo w zaczyna sie literg a @ koniczy sie literg b. Stowo
w zawiera wzorzec baba wtedy 1 tylko wtedy, gdy zawiera zawiera dwuliterowy blok
ab. Wobec tego stowo w nie zawiera wzorca baba wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
zawarty w nim blok ab ma przynajmmniej trzy litery. O

Lemat ten mozna i trzeba uogélni¢ na przypadek dowolnych stow, w ktorych
pewna litera b znajduje si¢ przed litera a. Wtedy bedzie mozna go uzy¢ do znale-
zienia wyrazenia regularnego reprezentujacego jezyk ztozonych ze stéw nie zawie-
rajacych wzorca baba, ale zawierajacych litere b przed a. Wyrazeniem przypomi-
najacym to szukane, oczywiscie btednym, moze by¢

a*b*b(a*aabb*) aa*b*.

Teraz, do znalezienia petlnego rozwigzania, brakuje juz tylko drobiazgu.



