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1 Tresé zadania

Mamy odpowiedzie¢ na pytanie, czy jezyk £ C {0,1}* ztozony ze stéw w spelnia-
jacych warunek
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jest bezkontekstowy.

Symbol | w |, oznacza tu liczbe wystapien litery a w stowie w. Tak wiec roz-
wazany jezyk sktada sie ze stow w zawierajacych przynajmniej tyle znakéw 1, co
znakow 0, ale nie wiecej niz podwojong liczbe znakow 0.

2 Automaty skonczony ze stosem

Dla ustalenia uwagi przypomnimy teraz definicje automatu ze stosem.

Taki automat jest niedeterministyczny i wykonuje dwa rodzaje ruchéw: zwykte
i tzw. e-ruchy. Sktada si¢ z glowicy czytajacej-piszacej, tasmy wejsciowej i stosu.
Moze si¢ znajdowaé w jednym ze skonczenie wielu stanéow.

Glowica automatu potrafi zapoznac sie z litera zapisanag w obserwowanej ko-
morce tasmy wejSciowe]j oraz ustali¢, czy stos jest pusty, a takze przeczytaé litere
znajdujaca sie na szczycie stosu. Nie zmienia napisu na tasmie wejsciowej, potrafi
jednak wykonaé na stosie seri¢ czynnosci polegajaca na usunieciu litery znajdujacej
sie w wierzchotku stosu, a nastepnie dopisaniu do stosu wskazanego stowa.

Formalnie automat ze stosem definiuje sie jako siddemke postaci
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gdzie @), %, I sg skonczonymi zbiorami nazywanymi odpowiednio zbiorem stanéw,
alfabetem wejéciowym i alfabetem stosowym, gy i Z sg wyrdéznionymi elementami
odpowiednio ze zbioréw @) i I', zwanymi stanem poczatkowym i symbolem dna
stosu, a ¢ jest tzw. relacjg przejscia. Zbior F' C () nazywa sie zbiorem stanéw
akceptujacych i w czesci zastosowan nie jest potrzebny.

Relacja przejécia 0 moze by¢ uwazana za podzbiér iloczynu kartezjanskiego
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lub funkcje typu
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Dobrze jest tez ustali¢, w jaki sposoéb bedziemy mowi¢ o stosie. Zwykle przyj-
muje sie, ze zawarto$¢ stosu jest (niepustym) stowem nad alfabetem I'. Pierwsza
litere takiego stowa uwazamy za znajdujaca sie w wierzchotku stosu, kolejne litery
znajduja si¢ coraz glebiej na stosie. Przyjmujemy tez, ze ostatnia litera stosu jest
zawsze specjalna litera oznaczajaca dno stosu. Zaobserwowanie tej litery w wierz-
chotku stosu oznacza, ze stos jest pusty. Na stosie nie moze by¢ dwoch takich liter,
a w razie koniecznosci usuniecia jej ze stosu powinnismy ponownie jg umiesci¢ w
odpowiednim miejscu.



Automat skonczony ze stosem mozna utozsamia¢ z programem komputerowym
szczegblnej, nizej podanej postaci (W € X* jest danym stowem, W; to i-ta litera
W, litery sa numerowane od 1):

stan = qg; stos = Z; 1 = 1;

dopéki w § jest pigtka jednej z postaci ( stan, W;, stosy, ... )
lub ( stan, &, stosy, ...)

wybierz jedna taka piatke (stan, a, stosi, q, t) €4d;//ac {W; e}
stan = q; stos = t + stosyst0S3...5L0S|stos);
jezeli a€ X, to i =1 + 1;

jezeli i > |W| oraz stos = Z, to akceptuj dane, a w przeciwnym
razie - odrzu€ je.

W powyzszym programie symbol a oznacza albo odpowiednig liter¢ stowa W
albo symbol ¢, ktory jest czyms nie nalezacym do Y. Jezeli @ € X, to automat
wykonuje zwykty ruch, w przeciwnym razie — e-ruch. Zauwazmy takze, ze w de-
finicji relacji przejscia symbol € ma dwa znaczenia, na ostatniej pozycji w piatce
nalezacej do 0 oznacza stowo puste.

Niektore wtasnosci automatéw skonczonych mozemy dowodzi¢ tak, jak wtasno-
Sci podanego programu, na przyktad stosujac niezmienniki.

3 Jezyki bezkontekstowe

Jest kilka sposobéw definiowania jezykéw bezkontekstowych. Czesto definiuje sie
je jako jezyki generowane przez gramatyki bezkontekstowe.

Moga by¢ tez definiowane jako jezyki akceptowane przez automaty ze stosem.
Automaty te sg definiowane na wiele sposobow, definicje zwykle réznig sie szcze-
gétami. Co najwazniejsze, automaty ze stosem akceptuja dane albo przez przejscie
do stanu akceptujacego, albo przez oproznienie stosu.

Wiszystkie wyzej wspomniane sposoby definiowania automatéw ze stosem i ak-
ceptowania przez nie danych powinny prowadzi¢ do réwnowaznych definicji bez-
kontekstowosci.

Wyzej podany program zawiera raczej restrykcyjng definicje akceptowania przez
oproznienie stosu. Zgodnie z tg definicjg automat ze stosem akceptuje dane stowo,
jezeli po przeczytaniu tego stowa i po poprawnym wykonaniu wszystkich mozli-
wych do wykonania rozkazow okazuje sie, ze stos automatu jest pusty, czyli zawiera
tylko symbol dna stosu.

Jezyk akceptowany przez automat skonczony sktada sie doktadnie z tych stow,
ktore sg akceptowane przez ten automat, albo doktadniej, dla ktérych tak potra-
fimy dobiera¢ wykonywane rozkazy, aby spowodowaé¢ oprdznienie stosu.

Jezyk jest bezkontekstowy, jezeli jest w podanym sensie akceptowany przez
pewien automat skonczony.

4 Idea pierwszego rozwigzania

Wiadomo, ze jezyki takie, jak interesujacy nas jezyk L, bada sie analizujac wartosci
wyrazenia
Q‘U}lo—IUJ‘l



Najzwyklejszy algorytm obliczajacy warto$é¢ tego wyrazenia moze zostacé zrealizo-
wany przez automat ze stosem. Bardzo tatwo sprawdza sie, czy dane stowo ma
dwa razy wiecej znakow 1 niz 0. Wtasciwie ten sam automat moze sprawdzac, czy
w danym stowie jest tyle samo 0, co 1: wystarczy widzac znak 1 odejmowaé od
obliczanej wartosci 2 zamiast 1. Jezeli dla danego stowa w bedziemy — widzac 1 —
zmniejsza¢ niedeterministycznie warto$é 2« |w |o — |w |1 o 1 lub 2, to sprawdzimy,
czy liczba | w |; znajduje si¢ miedzy |w |o12-|w |o.

Bedziemy wiec konstruowaé¢ pewien automat. Automat ten na stosie bedzie
pamigta¢ pewng liczbe catkowita. Liczbe naturalng n bedzie pamigtac¢ jako +"Z,
za$ ujemna liczbe —n — jako —"Z. Widzac w danym stowie znak 0 automat ten
zwickszy o 2 liczbe pamigtana na stosie. Nie jest to czynnos$¢ banalna: jezeli na
stosie przechowywana jest liczba ujemna, to konieczne jest dwukrotne badanie
wierzchotka stosu, aby zdecydowaé, czy mozna usunaé¢ dwa znaki —, czy tez trze-
ba usunaé¢ — i dodac¢ znak +. Jezeli w stowie wejsciowym zostanie napotkany znak
1, to automat zmniejszy warto$¢ pamietang na stosie o 1, a nast¢pnie niedetermi-
nistycznie podejmie decyzje albo o dalszym zmniejszeniu wartosci stosu o 1, albo
o pozostawieniu jej bez zmiany.

5 Definicja potrzebnego automatu

Automat bedzie mial trzy stany: stan poczatkowy ¢q oraz q; i ¢_;1. Alfabetem wej-
Sciowym bedzie oczywiscie ¥ = {0, 1}. Alfabet stosowy bedzie sktadal sie z trzech
znakéw: symbolu dna stosu Z oraz znakéw + i —. Nie musimy definiowa¢ zbioru
stanéw akceptujacych (nie beda nam potrzebne). Relacje przejscia § zdefiniujemy
wymieniajac wszystkie jej elementy. Oto one:

(00,0, Z, qo,++Z), (9,0,4, qo,+++), (20,0,—, q,e),
(@1,6,—, qo,€), (q1,6,Z, qo,+7),

(90,1,Z, q-1,—2), {q,1,+, q1,¢), (90,1, —, q-1,——),
(q-1,8,Z, qo, Z), (q-1,8,+, qo,+), (q-1,6,—, qo,—),
(¢-1,6,Z, q0,—Z), (q-1,6,+, qo,€), (q-1,6,—, qo,——)-

6 Wtlasnosci stéw akceptowanych przez automat
Najpierw zauwazmy, ze stwierdzenie
dn € N stos = +"Z Vstos=-"2

jest niezmiennikiem wyzej podanego programu. Stad wynika, ze zawartos¢ stosu
mozemy interpretowac jako liczbe catkowitg. Liczbe te bedziemy oznaczaé symbo-
lem v(stos). Oczywiscie, mamy v(+"Z) = n oraz v(—"Z) = —

Drugim, godnym uwagi spostrzezeniem jest to, ze nasz automat zatrzymuje sie
dopiero po przeczytaniu catego, danego stowa i konczy prace w stanie qq. Nietrudno
przekonac sie ogladajac relacje przejscia, ze jezeli automat znajduje sie w stanie qq i
na tasmie wejsciowej widzi jakas litere, to ma pewien ruch do wykonania. Podobnie
jest w sytuacji, gdy automat jest w stanie ¢; lub ¢_1, ale wtedy dziatanie automatu
nie zalezy od tego, co widaé¢ na tasmie wejsciowej (w tych stanach automat zawsze
wykonuje e-ruchy).

Indeksy stanéw zostalty tak dobrane, ze pamigtaja odtozong w czasie zmiane
stosu: w stanie ¢ zwiekszamy liczbe pamietang na stosie o 1, w stanie ¢_; —
zmniejszamy jg o 1. Stany odpowiadaja wiec pewnym liczbom. Przyjmijmy, ze
v(gq;) = 1.



Dzieki wprowadzonym oznaczeniom moze zapisa¢ wazny niezmiennik naszego
automatu. Jest nim stwierdzenie
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gdzie w oznacza przeczytang czes¢ danego stowa W, a wiec w = WiWs ... W,_1.
Wydaje sie, ze podana nieréwnos¢ jest intuicyjnie jasna. Natomiast jest oczywiste,
ze podlega formalnemu sprawdzeniu tak, jak kazdy inny precyzyjnie sformutowany
niezmiennik petli.

Fakt, ze podana nieré6wnos¢ jest niezmiennikiem dziatania automatu implikuje,
ze kazde stowo, ktére zostaje przez nasz automat zaakceptowane, nalezy do jezyka
L. Podany niezmiennik jest prawdziwy bezposrednio po uruchomieniu automatu.
Zachodzi wiec takze po zakonczeniu pracy automatu. Wtedy jednak rowniez mamy
stos = Z, w = W Ws... Wy = W oraz stan = qp. Podstawiajac te ustalenia w
niezmienniku otrzymujemy

2/ Wlo—=2-|Wh<0<2-|Wlo—|W].

Z pierwszej nieréwnosci wynika, ze | W |o < |W |1, a z drugiej — | W |1 < 2| W |o.
Wobec tego W € L.

7 Akceptowanie stow jezyka L

Program opisujacy dziatanie automatu ze stosem mozemy uzupeié¢ o rézne do-
datkowe polecenia stuzace na przyktad do §ledzenia pracy automatu (mozemy
ewentualnie sami robi¢ notatki podczas obserwacji pracy automatu).

Rozwiazujac nasze zadanie mozemy automat wyposazy¢ w trzy dodatkowe licz-
niki zg, z; i d, zerowane po uruchomieniu automatu, ktérych wartosci sa aktuali-
zowane tuz po wybraniu z relacji d stosownej piagtki, zgodnie z nastepujacymi
instrukcjami

jezeli a = 0, to zg zg + 1;
jezeli a =1, toz =2z + 1;
jezeli stan = q; i stos; #t, tod =4d + 1;

Tak wiec podczas pracy automatu dodatkowo zliczamy przeczytane 01 1, a takze
sytuacje, w ktorych automat znajduje sie w stanie g_; i zmienia zawartos$¢ stosu,
a faktycznie dodatkowo zmniejsza pamietang na stosie wartosé o 1.

Nietrudno spostrzec, ze podczas pracy automatu, gdy znajduje si¢ on w stanie
qo, stale jest prawdziwa nastepujaca zaleznosc:

v(stos) =22y —z; —d.
Stad wynika, ze jezeli w danym stowie W oznaczymy jako$ d jedynek i spowo-
dujemy, ze automat po przeczytaniu oznaczonych jedynek bedzie wybieral i wy-

konywat rozkaz powodujacy dodatkowe zmniejszenie liczby pamietanej na stosie,
to tak dziatajacy automat, po zatrzymaniu sie bedzie na stosie pamietat liczbe

2-|Wilp—|Wl —ad.
Zatozmy wiec, ze W € L. Wtedy

[ Wl <|W <2 |Wlo.



Z tych nieréwnosci wynikajg dwie inne:
02 |Wlo—|W| <|W|.

Tak wiec liczba d = 2 | W |g — | W |1 jest nieujemna i nie przekracza liczby 1
w stowie W. W tym stowie mozemy wiec oznaczy¢ d jedynek. Dla takiego stowa,
nasz automat dzialajacy w wyzej opisany sposob zakonczy dziatanie ze stosem
pamigtajacym liczbe 0, a wiec z pustym stosem. JesteSmy wiec w stanie sktonic¢
nasz automat do zaakceptowania kazdego stowa z jezyka L.

8 Gramatyka generujaca L

Dwa ostatnie rozdziaty swiadcza o tym, ze jezyk L jest akceptowany przy pustym
stosie przez zdefiniowany automat. Jest wiec to jezyk bezkontekstowy. Mozemy sie
o tym rowniez przekona¢ podajac bezkontekstowa gramatyke generujaca L.

Moéwigce o gramatykach, bedziemy uzywaé¢ symbolu — zapisujac produkcje, a
symbol =- bedzie oznacza¢ relacje wyprowadzenia zaréwno w jednym, jak i w
wielu krokach. Symboli tych nie bedziemy uzaleznia¢ od konkretnej gramatyki,
gdyz bedziemy sie zajmowacé zaledwie kilkoma.

Dobrze znana jest gramatyka G_ generujaca jezyk
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Ma ona jeden symbol nieterminalny S i nastepujace produkcje:

S — 855, S — e,
S — 05151, S — 15150, S — 15051.

Bez trudu dowodzi sie, ze jezeli stowo w € {0, 1, S}* daje sie wyprowadzi¢ z S
w tej gramatyce, to |w |; =2 | w |p. Trudniej dowiesé

Lemat 8.1 Jeieliw € L_, to S = w (w daje sie wyprowadzi¢ z S w gramatyce
G-).

W dowodzie powyzszego lematu zwykle rozwaza si¢ funkcje nj : {0,1}* — N
(ewentualnie nj : {0,1,S}* — N), ktéra bedziemy nazywaé niedoborem jedynek,
okreslong wzorem

nj(v) =2-[vlo—[vh

(czyli liczba jedynek, ktore trzeba dopisa¢ do stowa v € L, aby uzyskaé¢ maksy-
malna liczbe jedynek pozwalajaca na nalezenie do £). Analizujac zmiany wartosci
tej funkcji na prefiksach stowa w, pokazuje sie, ze stowa w € L_ \ £2 maja jedna
z trzech postaci: Ow'lw”1, 1w'0w”1 lub 1w'1w”0 dla pewnych stéw w', w” € L_.

Uzasadnienie poprzedniego lematu mozna rozszerzy¢ do dowodu troche moc-
niejszego, nastepujacego:

Lemat 8.2 Kazde stowo w € {0,1,S}* spetniajgce warunek |w |y =2-|w |y daje
sie wyprowadzi¢ w gramatyce G- z symbolu S.

Zauwazmy jeszcze nastepujacg wtasnos¢ niedoboru jedynek:

Lemat 8.3 Jezeli stowo w powstaje ze stowa v przez dopisanie gdzies w nim dwoch
znakow: 01 1, to
nj(w) = nj(v) + 1.



Dowéd. Poniewaz |w o= |v|o+ 1 oraz |w | = |v ]| + 1, wiec
nj(w)=2-lwlp—|lwh=2-lv|l+2—|v|i—1=njv)+1. O

Tak wigc dopisujac do stowa znaki 0 i 1 zwigkszamy niedobér jedynek o 1, a
usuwajac 0 i 1 — zmniejszamy niedobér o 1.

Teraz juz tatwo podaé gramatyke G genarujaca jezyk L: wystarczy do grama-
tyki G— dopisa¢ dwie produkcje:

S — 051 oraz S — 150.

Jest oczywiste, ze wszelkie stowa wyprowadzane w tej gramatyce z symbolu S
spelniaja warunek z definicji £. Réwniez tatwo z lematu 2 wyprowadza si¢

Lemat 8.4 Kazde stowo w € {0,1,S}* spelniajgce nieréwnosci
|wlo <fwli <2-|wlo
daje sie wyprowadzi¢ z w gramatyce G z symbolu S.

Dowdéd. Niedobor jedynek stéw, o ktorych mowa w lemacie, jest liczba naturalna.
Pozwala to przeprowadzi¢ dowdd lematu przez indukcje ze wzgledu na niedobor
jedynek.

Jezeli niedobdr jedynek stowa w jest réwny 0, to na mocy lematu 2 daje sie
wyprowadzi¢ z S w gramatyce G_. Tym bardziej daje sie wyprowadzi¢ w gramatyce
G.

Przypusémy, ze stowo w ma dodatni niedoboér jedynek. Wtedy spetnia ono
nierownosci
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wystepuje w nim przynajmniej jeden znak 0, a takze przynajmniej jeden znak 1.
Gdzies w tym stowie wystepuja wiec znaki 0 i 1 obok siebie, rozdzielone najwyzej
znakami S, w tej lub w odwrotnej kolejnosci. Przypusémy wiec, ze

w=w0S*1w".

Nietrudno zauwazy¢, ze stowo w'Sw” spelia zatozenia lematu i w poréwnaniu z
w ma o 1 mniejszy niedobor jedynek. Na mocy zatozenia indukcyjnego daje sie
ono wyprowadzi¢ z S. Majac to wyprowadzenie tatwo wyprowadzi¢ z S stowo w

S = w'Sw = w 051 w" = w' 08¥1 w" = w. O

7, dowiedzionego lematu i poprzedzajacej go uwagi otrzymujemy, ze gramatyka
G generuje jezyk L.



