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1.1 Tresé

Skonstruuj niedeterministyczny automat skonczony rozpoznajacy jezyk tych stow
nad {0,1}2, ktére — jako liczba w systemie dwojkowym — dziela sie przez 5, przy
czym liczba jest wezytywana poczawszy od najmniej znaczgcego bitu.

1.2 Idea rozwigzania

Zeby rozwigzaé takie zadanie trzeba co$§ wiedzie¢ o liczeniu reszt, czyli znaé od-
powiedni fragment arytmetyki. To pozwali wyobrazi¢ sobie potrzebny algorytm.
Algorytm liczenia reszty jest doskonale znany: dzielenie pisemne pozwala znalezé
zarowno iloraz, jak i reszte z dzielenia. Wymaga jednak czytania danej liczby od
najbardziej znaczacej cyfry. Analizujac ten algorytm mozna tez zauwazy¢, ze resz-
ta pojawiajaca sie na kolejnym etapie zalezy od reszty wczes$niejszej, niekoniecznie
jednoznacznie, i pojawia sie w niewielkiej liczbie przypadkéw. To stwarza nadzieje
na weryfikowanie, czy na koncu otrzymamy okreslong reszte przez ,cofanie sie do
tyhu”, podobnie jak bedziemy to robi¢ w nastepnym zadaniu. Wiedzy matematycz-
na podpowiada, ze takie cofanie jest szczegdlnie tatwe przy badaniu podzielnosci
przez liczbe pierwsza.

Zauwazmy, ze jezeli liczby n dopiszemy na koncu cyfre a, to otrzymamy liczbe
2n + a, ktéra przestaje do z = 2(n mod 5) + a modulo 5. Stad, znajac x mozemy
wyliczy¢ n mod 5. Uwzgledniajac wtasnosci reszt modulo 5 otrzymujemy, ze n
przystaje do 3(z — a) modulo 5.

1.3 Konstrukcja zgdanego automatu

Oczywiscie, postuguje si¢ alfabetem ¥ = {0,1}. Wykorzystuje pie¢ standéw ze
zbioru Q = {qo,q1,q2,q3,q4}. Stanem poczatkowym bedzie gy, podobnie ¢y jest
jedynym stanem akceptujacym naszego automatu. Funkcja przejscia d : Qx> — @
jest zdefiniowana wzorem

5(% CL) = {3(i—a) mod 5-

Analogiczne obliczenia wykonuje algorytm podany w kolejnym podrozdziale.

1.4 Dowb6d poprawnosci

Dowody poprawnego dziatania zdefiniowanego automatu i podanego nizej algoryt-
mu sa bardzo podobne. W przypadku automatu zwykle ustalamy, kiedy znajdzie



sie on w poszczegolnych stanach i sprawdzamy, ze funkcja przejécia zachowuje te
ustalenia. W przypadku algorytmu wskazujemy odpowiedni niezmiennik.

Przyjmijmy, ze mamy dany ciag cyfr W o wyrazach W[0], W[1],..., W[n—1] i
napis W/i..0] dla ¢ > 0 oznacza liczbe o przedstawieniu dwdjkowym
Wi —1]WT[i —2]...W]0]. Tak wigc po przeczytaniu ¢ liter danego stowa automat
zapoznal sie z cyframi W[0], W[1],...,W][i — 1], czyli z liczba o przedstawieniu
Wi — 1]... W[1]W]0] oznaczana dalej napisem W{i..0]. Dobrze jest przyjaé, ze
W10..0] = 0.

Bedziemy rozwaza¢ nastepujacy algorytm:

dane: tablica W liczb 0 i 1 indeksowana od 0 do n — 1,
stan = 0; i = n;
while (i < n) {
stan = 3(stan - W[i]) mod 5;
i++; }
Zauwazmy, ze stwierdzenie
liczba 2'-stan 4+ W[i..0] dzieli si¢ przez 5

jest niezmiennikiem podanego algorytmu.

Aby sie o tym przekonaé, przeksztalémy troche podang liczba (symbole bez
primow to wartosci zmiennych na poczatku petli, z primami — po zakonczeniu
wykonywania petli):

2'.stan+W[i..0) = 2'-(stan—W[i])+2'W [i]+W[i..0] = 2'-(stan—W[i])+W[i+1..0].

Liczba ta jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy podzielna przez 5 jest
liczba

2" (stan—W[i])+5-2"- (stan—W[i]) + W[i+1..0] = 6-2"- (stan— W [i])+ W[i+1..0]
— 2. 3. (stan — Wi]) + Wi + 1..0] = 2 - stan’ + W[i’..0].

Oznacza to, ze podane stwierdzenie jest niezmiennikiem petli znajdujacej sie
w algorytmie. Trzeba przekonac sig, ze ten niezmiennik jest prawdziwy przed wy-
konaniem petli. Jezeli tak jest, to zachochodzi tez po wykonaniu petli. Wtedy
dodatkowo zachodzi réwnos¢ @ = n. Tak wiec po zakonczeniu algorytmu

liczba 2" - stan + Wn..0] dzieli si¢ przez 5

Jezeli po zakonczeniu algorytmu zmienna stan ma wartosé 0, to oczywiscie
liczba Wn..0] (czyli dana liczba) jest podzielna przez 5. W przeciwnym razie
liczba 2™ - stan nie dzieli si¢ przez 5 1 w konsekwencji liczba W [n..0] tez nie dzieli
si¢ przez d.

W bardzo podobny sposéb pokazujemy poprawnos¢ konstrukeji automatu skon-
czonego. Dowdd polega na wykazaniu, ze zdefiniowany automat po przeczytaniu i
znakéw znajduje si¢ w stanie g, wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 27 -k + W [i..0] jest
podzielna przez 5.

2 Zadanie 22

2.1 Tresé

Udowodnij, ze jesli dla pewnego jezyka L istnieje rozpoznajacy go NDFA| to istnieje
réwniez NDFA rozpoznajacy jezyk L? = {w : wf € L}.
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2.2 Idea

Zwykle automat skonczony wyobrazamy sobie jako urzadzenie dziatajace zgodnie
z pewnymi zasadami, ale mozemy go rowniez uwazac¢ za graf, ktérego wierzchotki
odpowiadaja stanom, krawedzie sa etykietowane literami (sa réznych rodzajéw),
majg okreslony kierunek i sa wyznaczone przez dopuszczalne zmiany stanéw. Pa-
trzac na taki graf mozemy sobie wyobrazac, ze widzimy mape potaczen drogowych
miedzy pewnymi miastami-stanami. Drogi na tej mapie sa jednokierunkowe i sa
réznych rodzajéow (moga mieé rézne etykiety). Stowo zbudowane z etykiet drég mo-
zemy interpretowaé jako plan przejazdu. Stowo jest akceptowane, jezeli taki plan
jest mozliwy do zrealizowania, a wiec zgodnie z takim planem mozna przejechaé
od miasta poczatkowego do koncowego.

Aby sprawdzi¢, czy dane stowo po odwrdceniu jest akceptowalnym planem
mozna badac, czy zgodnie z danym planem-stowem mozna przemiesci¢ sie od
stanu koncowego do poczatkowego jadac w odwrotnym kierunku, pod prad.

Dodatkowym problemem jest to, ze moze by¢ wiele stanéw koncowych i nie
wiemy, od ktorego stanu mamy bada¢ mozliwos¢ powrotu. Problem ten rozwigzemy
dodajac nowy stan, z ktérego mozemy sie wycofa¢ do kazdego stanu potaczonego
z pewnym stanem koncowym.

Gléwnym powodem poprawnosci tej idei jest nastepujacy fakt: Jezeli dwoch
podréznych dotarto do miast bezposrednio potaczonych (np. droga z etykieta a),
to rownie dobrze moga sie spotka¢ w kazdym z tych dwoch miast: wystarczy, aby
pierwszy z nich przejechat droga a w zwyklym kierunku, albo by drugi przejechat
ta droga ,pod prad”.

2.3 Rozwigzanie

Przypusémy, ze mamy dany jezyk L rozpoznawny przez niedeterministyczny au-
tomat skonczony A nad alfabetem X, ze zbiorem stanéw (), stanem poczatkowym
qo, zbiorem stanéw akceptujacych F' i funkcja przejscia 6 : Q x ¥ — P(Q).

Jezyk L% bedzie rozpoznawaé automat A~ postugujacy sie tym samym alfabe-
tem ¥, ze stanem poczatkowym @y, ze zbiorem standéw QU {do} z jedynym stanem
akceptujacym ¢qo i z funkcja przejscia 6. Funkcja przejscia jest zdefiniowana w
nastepujacy sposob:

0 (qo,a) ={s€Q: d(s,a)NF #0}

oraz
07 (q.a) ={s € Q: q€d(s,a)}

dla q # qo. Teraz wystarczy dowies¢, ze automat A~ rzeczywiscie rozpoznaje jezyk
Lt

2.4 Formalny opis automatu niedeterministycznego

Funkcje przejécia skoficzonego automatu niedeterministycznego 6 : @ x X — P(Q)
rozszerzamy do funkcji § : Q X ¥* — P(Q) przyjmujac, ze

5(q,6) = {q} oraz 5(q,wa) = U d(s,a).

s€b(qw)

Podobnie rozszerzamy funkcje 0.
_ Stowo w € X% jest akceptowane przez automat, jezeli wsrod stanéow ze zbioru
d(qo, w) jest stan akceptujacy, czyli gdy zbiér §(qy, w) N F' jest niepusty.



2.5 Dowdd poprawnosci

Najpierw udowodnimy sobie pomocniczy

Lemat 2.1 Przypu$émy, ze mamy dane stany q,q € Q, stowa u,w € ¥* oraz
litere a € 3. Wtedy warunek

A~ ~

(g, wa) N0~ (q',u) # 0

jest rownowazny warunkows:

~ ~

d(q,w) N o (¢, ua) # 0.
Dowéd. Przypusémy, ze mamy
1) t € d(q,wa) N~ (¢, u).
2) Wtedy ¢ € §(s,a) dla pewnego s € (g, w).
3) Takie s nalezy takze do 0 (t,a) oraz do sumy Uyes— () 0~ (s @).

4) W szczegblnosei s nalezy do 3‘_(q’, ua), a takze do 3((1, w).

5) Tak wiec zbiér 5(q,w) N Sg(q’,ua) jest niepusty i konczy to dowdd jednej
implikacji z tezy.

Druga z implikacji dowodzimy analogicznie. O
Whniosek 2.2 Warunek ¢ € 5(q, v) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy q € SH(q’, vf).

Dowéd. Zatézmy, ze ¢ € 6 (q,v). Warunek ten mozna wyrazi¢ takze piszac, ze

~

0(q;v) N0~ (g €) # 0.

Pokazemy, ze dla dowolnego przedstawienia stowa v = wu zachodzi warunek
6(g,w) N6 (¢ uf) # 0

i zrobimy to przez indukcje ze wzgledu na dtugosé¢ stowa u. Dla stowa u dtugosci
0 fakt ten wynika z zatozenia.

Przypusémy, ze dla podziatu v = wu zachodzi powyzsze stwierdzenie, oraz
ze w = w'a dla litery a, czyli v = (w'a)u = w'(au). Postugujac sie poprzednim
lematem w przypadku w = w’a otrzymujemy, ze

0(q,w") N6~ (¢, ua) # 0.

To koniczy dowéd indukeyjny, gdyz ufa = (au)f.
Jezeli analizowany warunek zachodzi dla kazdego podziatu v = wu, to zachodzi
takze dla podzialu v = ev. Tak wiec niepusty jest takze zbior

S(Q, e)N Sh(q’, o) = {g} N Sh(q’, vft)
i moze do niego naleze¢ wytacznie ¢. Stad (w dowodzie jednej z implikacji) otrzy-

mujemy teze, a druga implikacje dowodzimy tak samo. O

Teraz mozemy juz podja¢ prébe wykazania, ze skonstruowany automat roz-
poznaje ,odwrécenie” jezyka L. Po pierwsze, niekoniecznie dobrze dziata on dla
stowa pustego i jezykéw, w ktorych jest stowo puste. Ten problem pozostaje do
rozwigzania dla zainteresowanych Czytelnikow.
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Przypusémy, ze stowo v nalezy do L. Stowo v jest wiec akceptowane przez au-
tomat A, czyli w zbiorze ) (qo, v) jest pewien stan akceptujacy, powiedzmy stan q,.
Z wyzej sformutowanego wniosku wynika, ze stan gy (czyli stan akceptujacy auto-
matu A~) nalezy do zbioru 6 (e, v®). Gdyby stan ¢, byl stanem poczatkowym
automatu A, to oznaczaloby to, ze ten automat akceptuje stowo v%.

Stan ¢, nie moze by¢ stanem poczatkowym automatu A, gdyz moze by¢
tylko jeden stan poczatkowy, ale wiele stanow koncowych. Konieczne jest wigc
jakie$ ,potaczenie” stanéw koncowych, a jedno z mozliwych rozwigzan zostato
wbudowane w definicje automatu A~ . Dzieki temu mozna wykazaé, ze jezeli qo €
0 (g, v7), to takze gy € 6 (g0, v™).

Niepuste stowo v jest postaci wa dla pewnej litery a. Wobec tego?

Ry = U 5‘_(87 w').

$€6(¢a,a)

G € 6 (¢a, ™) = 07 (qa, aw

Jest wiec w zbiorze 6 (qq, a) taki stan s, ze gy € 0 (s, w®). Nietrudno zauwazy¢,
ze na mocy definicji funkcji przejscia stan s nalezy takze do 6 (go,a). Stad

qo € U 5H<87wR) = 5H(q_07 awR) = 5H(Q07,UR)7
s€0(go,a)

co oznacza, ze automat A~ akceptuje stowo vft.

W ten sposéb dowiedliSmy, ze automat A~ akceptuje wszystkie stowa nalezgce
do jezyka L. Rzecz jasna, nalezy jeszcze dowieéé, ze ten automat nie akceptuje
stéw spoza jezyka L i robi sie to tymi samymi metodami.

!Ostatnia réwnoéé wynika stad, ze tego typu wzdr jest stuszny dla kazdego podziatu stowa
v, takze dla podzialu na pierwsza litere i reszte, i jest to konsekwencja uzycia w definicji 0~
podzialu na najdluzszy wlasciwy prefiks i ostatnia litere.



