Nizej sa dwa programy wyliczajace, ktory z graczy ma strategie zwycieska w
grze, w ktérej dwaj gracze na przemian wykonuja ustalong liczbe ruchéow. Kazdy
ruch polega na wybraniu jednego ze skonczenie wielu elementéw. W ten sposob
gracze tworzg skonczony cigg pewnych elementéw. Jezeli utworzony w ten sposéb
ciag spetnia pewien warunek W, to wygral I gracz (gracz rozpoczynajacy gre). W
przeciwnym razie zwyciezyt I1 gracz.

Wykorzystywane sa naste¢pujace oznaczenia i deklaracje zmiennych:

1) n oznacza liczbe ruchéw wykonywanych przez kazdego z graczy,

2) T jest tablica indeksowang od 0 liczbami mniejszymi od 2n, w tej tablicy
sg zapisywane elementy wybierane przez graczy, na pozycjach parzystych
elementy wybierane przez I gracza, a na nieparzystych — przez I1. Elementy
tej tablicy moga by¢ tez puste, a wiec moga niczego nie zawierac.

1 Stosowana terminologia

Informacje T[0], T[1], ..., Tlruch - 1] wraz z wartoscig zmiennej ruch nazy-
wamy pozycja (w rozwazanej grze). Jest to pozycja I gracza, jezeli warto$¢ ruch
jest parzysta. W pozycji I gracza ruch wykonuje gracz I, ruch polega na okresleniu
wartosci T [ruch]. Analogicznie definiujemy pozycje 11 gracza.

Pozycja (dowolna, I lub II gracza) jest pozycja zwycieska (lub wygrywajaca) I
gracza, jezeli w tej pozycji ma on strategie zwycieska, czyli wygrywajacg. Analo-
gicznie definiujemy pozycje zwycieska I1 gracza.

Zadna pozycja nie moze byé zwycieska dla obu graczy. W przeciwnym razie
mogliby gra¢ przeciwko sobie strategiami zwycigskimi i utworzyliby w ten sposéb
ciag, ktéry jednoczesnie miatby wtasno$¢ W i nie mogtby jej mie¢. Z drugiej strony
w kazdej pozycji jeden z graczy ma strategie zwycieska. Stwierdzenie, ze I gracz
nie ma strategii zwycieskiej, na mocy prawa de Morgana oznacza, ze strategie
zwycieska ma gracz II.

2 Program rekurencyjny

Zdefiniujemy funkcje boolowska SW_I (ruch), ktéra przyjmuje wartosé¢ true wtedy
i tylko wtedy, gdy w dalszej grze, po wybraniu przez graczy elementéw T [0], T[1],
..., T[ruch - 1], pierwszy gracz ma strategie zwycieska.

Funkcja ta jest nastepujaca i wymaga komentarza.

function SW_I(ruch): boolean;
begin
T[ruch] := pierwszy;
if ruch = 2n
then return (T € W)
else if ruch ma wykonac¢ I gracz
then begin
while (T[ruch] <> pusty) and not SW_I(ruch+1l) do
T[ruch] := kolejny(T[ruch]);
return (T[ruch] <> pusty) end
else begin
while (T[ruch] <> pusty) and SW_I(ruch+l) do
T[ruch] := kolejny(T[ruch]);
return (T[ruch] = pusty) end
end.



Przyjmujemy, ze elementy zapisywane w tablicy T sa uporzadkowane i jest ich
skonczenie wiele. Stowo pierwszy w programie oznacza stata, ktorej wartoscia jest
najmniejszy w sensie wybranego porzadku element zapisywany w T. Analogiczne
znaczenie ma stowo ostatni. Z kolei stowo pusty moze by¢ interpretowane jako
element, ktory moze by¢ zapisywany w tablicy T, ale nie jest uzywany przez graczy
w trakcie gry. W programie wystepuje jeszcze funkcja kolejny, ktéra dla danego
elementu tablicy wylicza element nastepny w sensie wykorzytywanego porzadku.
Dodatkowo zostalo przyjete, ze kolejny(ostatni) = pusty. W koncu warunek
ruch ma wykonaé gracz I moze zosta¢ zdefiniowany jako stwierdzenie, ze zmien-
na ruch przyjmuje wartos¢ parzysta.

W programie wystepuja dos¢ niejasne instrukcje return (T [ruch] <> pusty)
i podobna z réwnoscig. Instrukcje te kazg zwrdci¢ warto$é logiczng podanych wy-
razen boolowskich. Trzeba zauwazy¢, ze wyjscie z pierwszej instrukcji while ma
miejsce w dwoch sytuacjach: albo gdy zachodzi warunek T[ruch] <> pusty i
rownoczesnie SW_I(ruch+1) = true, a wiec, gdy T[ruch] zawiera zwycigskie po-
suniecie I gracza, albo tez gdy T[ruch] = pusty i nie udato sie znalezé zwycie-
skiego posuniecia I gracza. Tak wiec w obu przypadkach wyrazenie T [ruch] <>
pusty ma taka sama wartos¢ logiczna, jak stwierdzenie o istnieniu strategii zwy-
cigskiej I gracza. Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku drugiej instrukcji
while.

3 Wersja iteracyjna programu

Ponizsza funkcja ma zwroci¢ warto$¢ true wtedy i tylko wtedy, gdy I gracz ma
strategie wygrywajaca w rozwazanej grze z testem W okreslajacym, ktory z graczy
zwyciezyt.

function SW_I: boolean;
var pozW_I: boolean; ruch: integer;

begin
poz_ W := false;
ruch := 0;
while ruch > 0 do
begin

if ruch = 2n
then begin pozW.I := (T € W); ruch := ruch - 1 end
else if T[ruch] = pusty

then begin T[ruch] := pierwszy; ruch := ruch + 1 end
else if ((ruch II gracza) = pozW_I) and (T[ruch] <> ostatni)
then
begin T[ruch] := kolejny(T[ruch]); ruch := ruch + 1 end
else begin T[ruch] := pusty; ruch := ruch - 1 end
end;
return pozW_I
end.

Napis (T € W) oznacza wartos¢ boolowska true wtedy i tylko wtedy, gdy roz-
grywce opisanej w tablicy T wygral gracz I. Podobnie, napis (ruch II gracza) to
wyrazenie boolowskie przyjmujace warto$é¢ true wtedy i tylko wtedy, gdy wartosé
zmiennej ruch jest nieparzysta.

W tej chwili problem polega na wykazaniu poprawnosci podanej funkcji. Oczy-
wiscie, najtatwiej to zrobi¢ metodg niezmiennikéw. Najpierw jednak zdefiniujemy
pomocnicze pojecia.



Przypusémy, ze mamy dana pozycje T[0], T[1], ... , Tlruch]l. Wtedy
wazng pozycja wezesniejszg nazywamy kazda pozycje postaci T[0], T[1], ...,
T[i-1], x dla wszystkich i < ruch i wszystkich x < T[i] w sensie ustalonego
porzadku elementéw wpisywanych do tablicy T. Przyjmujemy dodatkowo, ze jezeli
T[ruch] = pusty lub jest nieokreslony, to pojecie waznych pozycji wczesniejszych
tez jest definiowane, ale nie ma x takich, ze x < T[ruch].

O tak rozumianych pozycjach bedziemy moéwic, ze sa przegrywajacymi, jezeli
gracz, ktéry utworzyt te pozycje (wpisal do tablicy x) nie ma w niej strategii
zwycieskiej.

Gloéwnym niezmiennikiem petli z funkcji SW_TI jest stwierdzenie, ze

1) wszystkie wazne pozycje wezesniejsze od T[0], T[1], ... , T[ruch] sa
przegrywajace oraz

2) jezeli wartos¢ T[ruch] jest niepusta, to I gracz ma strategie wygrywajaca
w pozycji T[O], T[1], ... , Tlruch] wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna
pozW_I ma warto$¢ true.



