30 1. Ciagi i szeregi

2.7. Twierdzenie Cauchy’ego (1).

TWIERDZENIE. Na to, 2eby ciag {an} byt zbietny, potrzeba i wystarcza,
aby dla kaidego ¢ > 0 istniata taka liczba 7, 2e dla n > r zachodzi nieréwnoéé

(22) |an—a.| < e.

Dowé6d sklada sie z dwéch czesci. W pierwszej czedci udowodnimy,
ze jezeli cigg jest zbiezny, to warunek sformulowany w twierdzeniu,
tzw. warunek Cauchy’ego, jest spelniony; czyli ze warunek ten jest wa-
runkiem koniecznym zbieznofci ciagu. W drugiej czedci dowodu wyka-
zemy, ze je$li warunek Cauchy’ego jest spelniony, to ciag jest zbieiny;
czyli ze warunek ten jest wystarczajacy dla zbieznoSei ciagu.

1° Niech wiec lima, = ¢. Niech dane bedzie ¢ > 0. Istnieje wiec takie 7,
ze dla n = r zachodzi |a,—g| < $e. Nieréwnosé ta zachodzi w szezegol-
no¢ct dla n =r, tj. |a,—g| < }e. Dodajac te dwie nieréwnosci pod zna-
kiem bezwzglednej wartoéci, otrzymujemy wzér (22).

2° Zalbéimy teraz, ze warunek Cauchy’ego jest spelniony. Nalezy do-
wie§é, ze ciag jest zbiezny. Udowodnimy przede wszystkim, Ze jest to
cigg ograniczony. Dowdd przeprowadzimy analogicznie do dowodu z § 2.3.
Podstawmy mianowicie £ = 1. Istnieje wige takie r, ze dla n > mamy
lan—a,| < 1. Stad .

lan]— lar] < lan—a,| < 1,

a wiec |an} < |a,|+1. Oznaczmy przez M liczbe wieksza od kazdej spo-
$rod r nastepujacych liezb: |ay], @], .oy |@r—1ls ar] +1. Mamy wiec M > |aq]
dla kazdego n. Oznacza to, ze ciag {a.} jest ograniczony.

Wnosimy stad na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa, zZe ciag
ten zawiera podciagg zbiezny. Niech wige limam, =g, przy czym

N=-00

my < my < ... Udowodnimy, ze g = lima,.
N=00

Niech wiec dane bedzie ¢ > 0. Na mocy warunku Cauchy’ego istnieje
takie r, ze dla n > r spelniona jest nierdwnosé

(23) lan—a,| < e.
Na mocy rownofei limasn, = g istnieje takie k, ze dla n >k mamy
n=0co
(24) lam"—gl < %8 .

Rzecz jasna, ze mozna bylo dobraé k w taki sposéb, aby % > r. Wéwezas
dla n > k obie nieréwnodci (23) i (24) sa spelnione réwnoczednie,

{*) Augustin Cauchy (1789-1857) — jeden z najwybitniejszych matematykéw fran-
cuskich. Ustalenie podstawowych pojeé i twierdzen teorii ciggdw i szeregbw oraz teorii
funkeji ciaglych jest w znacznym stopniu jego dzietem.
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Zarazem dla kazdego n istnieje r, takie, ze x, < a—— Stad

flan) < f(a—rlﬂ) <g, wiec g—flws)>0.

Wnosimy stad, ze lim f(a) = g.
=00
Uwaga 1. Twierdzenie 1 daje sie nogdlni¢ zaréwno na funkecje mono-
toniczne nieograniczone, jak i na a = 4 oo. Moze byé ono réwniez za-
pisane w nastepujacej, nieco ogélniejszej, postaci:

Jeseli funkeja f jest monofonicana (w szerszym semsie) i ogramiczona,
to granice Lim f(x) istnieja w kazdym punkcie a.
ze=ak0

Dowéd jest catkowicie analogiczny.

TWIERDZENIE 2. Je$li funkcja [ nie posiada granicy (skoticzonej)

w punkcie a, to istnieje ciqg {wn} taki, ze imwx, = a, x, # a oraz ciqg {f(x,)}
N0
jest rozbieiny.

Przypu$émy bowiem, ze dla kazdego ciggu {r,} tego rodzaju cigg
{f(2s)} jest zbiezny. Poniewaz funkeja f nie posiada granicy w punk-
cie a, wiec istnie¢ muszg dwa ciagi {®w,} 1 {z,}, czynigce zado§¢ naszym
zatozeniom 1 takie, ze lim f(wxn) ;éhmf(w,, Wezmy pod uwage cigg

n=00
Ly, L1y Tyy Loy vey Tny Tny oo Clag ten ]es’o zblezny do a, sklada sie z samych
wWyrazow réznych od a, zarazem ciag f(mz,), f(21), f(@s), f(a2), ... jest roz-
biezny.
Twierdzenie nastepujace zawiera tzw. definicje Cauchy’ego granicy
funkeji w punkcie.

TWIERDZENIE 3. Na to, 2eby zachodszila réwnoéé lim f(x) = g, potrzeba
T=a

¢ wystarcza, aby dla kasdego ¢ > 0 isinialo takie 8 > 0, Ze nierdwnodd
0 < |z—al| < é pociaga za soba |f(x)—¢g| < e.

Przypu$émy najpierw, ze warunek Cauchy’ego nie jest spelniony, tj.
ze istnieje takie ¢ > 0, ze przy kazdej warto$ci na 8 > 0 istnieje takie x, ze

0<lo—al<d, a |fl&)—g|l=e

W szczegblnoscl wiee, podstawiajac ¢ = 1/n, wnosimy, Ze istnieje ciag {wn}
taki, ze

(23) 0 <|wp—al < %

oraz

(24) flen)—gl = e
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Z nieré6wnosci (23) wynika, ze limx, = a oraz.x, # a. Gdyby wiec przy-

N=00

puécié, ze limf(x) = ¢, to mielibysmy lim f(wx,) = g¢. Lecz ta ostatnia
r=a N=00

rowno$é jest sprzeczna z nieréwnoscig (24).
Udowodnilis§my w ten spos6b, ze warunek Cauchy’ego jest koniecz-
nym warunkiem zachodzenia réwnosei lim f(x) = g¢.
=

Udowodnimy obecnie, ze jest to réwniez warunek wystarczajacy.
Niech wiec dane bedzie ¢ > 0 i niech lima, = a oraz x; # a. Na mocy

n=co

warunku Cauchy’ego istnieje 6 > 0 takie, ze nieréwnogé 0 < |w,—a| <6

pociaga za soba |f(ws)—g| < e. Ze wizgledu na réwnosé lima, = a, nie-
n=co

réwnosé |x, — a| < 8 zachodzi dla wszystkich n, poczynajac od pewnego k.

Dla tych samych # mamy wiec nieréwno$é |f(zs)— g| < e. Znaczy to, ze

lim f(x,) = g. Stad wnosimy, ze hmf(:v =g.

) Odpowiednikiem twierdzenia Oauchy ego z teoril ciagdw (§ 2.7) jest

TWIERDZENIE 4. Na o, Zeby isiniala granica (skoticzona) funkcji f
w punkcie a, potrzeba i wystarcza, aby dla kasdego ¢ > 0 istnialo takie 6 > 0,
Ze warunki

(25) 0<l|z—al<é i O<|z'—al<s
pociggaja za soba |f(x)—f(x')| < e.
Istotnie, warunek nasz jest konieczny, bo jedli im f(x) =g¢, to dla
x=a

danego ¢ > 0 istnieje takie 6 >0, ze warunek 0 < |z—a|<d pociaga
za sobg |f(@)—g| < }e. Jesli wiec warunki (25) sa spelnione, to zachodza
nieréwnofci
f@)—gl<ie 1 [f(@)—gl<ie.
Dodajgc te nieréwnosci, otrzymujemy |f(z)—f(2')} < e.
Warunek jest dostateczny. Przypus$émy bowiem, ze granica funkeji f
w punkcie a nie istnieje. Istnieje woéwczas na mocy twierdzenia 2 taki
ciag {zn}, ze lima, = a, 2, # a oraz ze ciag {f(z,)} jest rozbiezny. Zalézmy

n=0o

zarazem, ze warunek sformulowany w twierdzeniu jest spelniony. Ponie-
waz z réwnofci lima, = a wynika, ze istnieje takie k, ze dla # >k mozna

=00
w nieréwnosciach (25) podstawié ¢ = w1 &" = xx, przeto |f(z.) —f(2r)| <e.
Na mocy twierdzenia Cauchy’ego o ciggach wnosimy stad, ze ciag {f(xa)}
jest zbiezny — wbrew naszemu zalozeniu.

Uwaga 2. Dla a = oo twierdzenia 3 i 4 daja sie sformutowaé, jak
nastepuje:

TWIERDZENIE 3'. Na to, Ze¢by zachodzila réwnoéé Um f(x) = g, potrzeba
=00

v wystarcza, aby dla kaidego ¢ > 0 istnialo takie 7, e nierdwnosé m > v
pociqga za soba {f(2)—g| < e.



