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1 Pierwiastki

Bywa, ze matematycy (a takze informatycy) rozwazaja pierwiastkowanie. Aby zajmowaé
sie 0 tg operacja, musimy mie¢ jakie$ liczby, a wtasciwie pewna algebre, ktorej elementy
potrafimy dodawa¢ i mnozy¢ (czasem wystarczy samo mnozenie). Dzialania te powinny
mie¢ takie wlasnosci, jak dodawanie i mnozenie w zbiorze liczb rzeczywistych. Takie alge-
bry nazywamy ciatami, a najbardziej znanymi sg ciata liczb wymiernych, rzeczywistych i
zespolonych. Informatycy czasem wykorzystuja pierwiastkowanie w ciatach skonczonych
(sa tez takie).

W wyniku pierwiastkowania otrzymujemy pierwiastki. Pierwiastek n-tego stopnia z
a spehia réwnie 2™ = a (a wiec jest pierwiastkiem tego réwnania, jak juz widaé stowo
pierwiastek ma wiele znaczen). Czasem przyjmujemy — na przyktad, gdy pierwiastkujemy
liczby rzeczywiste — ze spelnia jeszcze dodatkowe warunki. Wiele wtasnosci pierwiastkow
jest omawiane w szkole Sredniej, inne — sg tatwe do zauwazenia. W liczbach wymiernych
pierwiastkowanie jest wykonalne sporadycznie (na przyktad liczbe 9/25 mozemy spier-
wiastkowaé, a 8/25 — nie). W liczbach rzeczywistych kazda liczba ma dokladnie jeden
pierwiastek 3 stopnia, za to réwnanie 22 = a ma dwa rozwigzania dla kazdej dodatniej
liczby a, a dla ujemnej liczby a nie ma ich wcale.

Wiadomo, ze kazda liczba (kazdy element ciala) moze mieé¢ najwyzej n pierwiastkow
n-tego stopnia. Do$¢ tatwo przekonaé sie o tym korzystajac z teorii podzielnosci wielo-
mianow.

2 Wzory de Moivre’a

Bedziemy zajmowac sie pierwiastkowaniem liczb zespolonych. Jest rzecza znana, ze kazda
liczbe zespolona z mozna przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej

z=m- (cosy +isiny),

gdzie m jest nieujemnag liczba rzeczywista zwang modutem z, a ¢ jest liczba, ktéra moze
by¢ interpretowana jako miara pewnego kata, moze by¢ — poza przypadkiem z = 0 —
wybrana jednoznacznie z przedziatu [0, 27) 1 jest nazywana argumentem z.

Wzory de Moivre’a moéwia, jak mnozy¢ liczby zespolone dane w postaci trygonome-
trycznej, a wiec jezeli

z1 =my - (cosy +ising;) oraz zs = Mg - (COS P + i 8in Pa),

to
2129 = mamy - (cos(p1 + ¢2) + isin(pr + p2)).



Aby znalezé postaé¢ trygonometryczng iloczynu powinnidmy wiec zgodnie z podanym
wzorem wymnozy¢ moduty i dodaé¢ argumenty. Latwo sie o tym przekonaé korzystajac z
wzorOw na cosinus i sinus sumy katow.

Z podanych wzorow de Moivre’a mozemy wyprowadzi¢ analogiczne wzory dotyczace
potegowania. Dla liczb naturalnych n mamy

(m - (cosp +ising))” =m™ - (cos(ny) + isin(ny)).

a takze wzory dotyczace pierwiastkowania

m - (cosp+ising) = ({L/E)n : (cos (ngp) + isin (nw>) = (\"/E (cos ? 4isin <P>> :
n n n n
Z tego ostatniego wzoru wynika, ze w liczbach zespolonych kazda liczba ma pierwiastki
dowolnego stopnia. Pierwiastkiem n-tego stopnia (n to liczba naturalna) z liczby z =
m - (cos @+ isin ) (byé moze jednym z wielu) jest liczba

Ym - (cos¢+isin¢>.
n n

3 Liczba pierwiastk6w n-tego stopnia

Liczba 0 jest wyjatkowa. Pokazemy wiec tylko, ze wszystkie inne liczby maja tyle samo
pierwiastkow n-tego stopnia, a doktadniej: tyle samo, co liczba 1.
Przypusémy, ze liczby
Z1y R2y ..y Zm

sa wszystkimi mozliwymi, réznymi pierwiastkami n-tego stopnia z liczby z # 0 (czyli
speliaja réwnoséé z* = z). Wtedy oczywiscie liczby
21 2 Zm
bt R N
sa réznymi pierwiastkami n-tego stopnia z 1 (choé¢ niekoniecznie wszystkimi).
7, drugiej strony, jezeli liczby

€1, €2, ..., Eny

sg wszystkimi mozliwymi, réznymi pierwiastkami n-tego stopnia z 1, a zy jest jednym z
pierwiastkéw n-tego stopnia z z (wiemy juz, ze istnieje przynajmniej jedno zg), to liczby

20 €1, 20°€2, ..., 20 €Em

sg réznymi pierwiastkami n-tego stopnia z z i — by¢ moze — sg jeszcze inne.

Z przedostatniego akapitu wynika, ze niezerowa liczba z ma najwyzej tyle pierwiastkéw
n-tego stopnia, co 1, z ostatniego — ze ma najwyzej tyle. Tak wiec kazda niezerowa
liczba zespolona ma tyle pierwiastkow n-tego stopnia, co 1. Co wiecej, znajac wszystkie
pierwiastki n-tego stopnia z 1 i jeden taki pierwiastek z liczby z, potrafimy — jak w
poprzednim akapicie — wymieni¢ wszystkie pierwiastki n-tego stopnia z liczby z.



4 Raz jeszcze o postaci trygonometrycznej

Przyjrzymy si¢ raz jeszcze nieco doktadniej postaci trygometrycznej liczby zespolonej
2z = a+ bi o module 1 (a wigc takiej, ze a® + b? = 1). Aby znalez¢ takie postacie musimy
rozwigzaé nastepujace réwnanie trygonometryczne:

cosp =a oraz sinp =b. (1)

W tym celu najpierw szukamy jednego rozwigzanie tego rownania. W szkole pierwsze
rozwigzanie po prostu odgadujemy korzystajac z wiedzy o wlasnosciach funkcji trygono-
metrycznych i ich wartosciach dla niektorych katéw. Pozwala to rozwiazac¢ podany uktad
chyba dla 16 par liczb a i b (ktére sa liczbami wymiernymi i ich pierwiastkami). Wiedza z
doktadniejszych tablic pozwala to samo zrobi¢ moze dla 48 par (bedacych sumami dwoch
pierwiastkéw liczb wymiernych). Dalej pietrza sie coraz wieksze trudnosci. Matematycy
dowodza jednak, ze wszystkie takie rownania maja rozwiazania, a przyblizone wartosci
rozwigzan mozna znalez¢ za pomocg tablic funkcji trygonometrycznych lub odpowiednich
programéw.
Przyjmijmy, ze mamy jedno z rozwiazan ¢ uktadu (1), czyli taka liczbe, ze

cosp =a oraz sinp =b.
Przydatoby sie jeszcze opisa¢ wszystkie rozwiazania uktadu
COS( = COS @ oraz sinp = sin Q.

Mozna to zrobi¢ metodami szkolnymi: okazuje sie¢, ze kazde rozwiazanie ¢ tego uktadu
rozni sie od ¢ o catkowita wielokrotnos¢ 27, a wiec sg to doktadnie liczby postaci

p=p+2-k-m dla pewnej liczby catkowitej k.

Z tego wynikaja dwa wnioski: po pierwsze, kazdy uktad (1) ma rozwiazanie ¢ w
przedziale [0, 27), a ponadto zadne dwie liczby z przedziatu [0, 27) nie moga jednoczesnie
spetnia¢ uktadu (1).

5 Pierwiastki n-tego stopnia z 1

Mamy juz metode konstruowania pierwiastkow n-tego stopnia. Aby skonstruowaé wiele
takich pierwiastkow wykorzystamy niejednoznacznosé przedstawienia liczby zespolonej
w postaci trygonometrycznej. Oczywiscie, liczbe 1 mozna przedstawi¢ na nastepujace
sposoby:

.. =cos(—2m)+isin(—27) = cos0+isin0 = 1 = cos 2mr+isin 271 = cosdn+isindr = ...

Z wzoréw de Moivre’a wynika, ze nastepujace liczby sg pierwiastkami n-tego stopnia z 1:

2T .. =27 o .. 0 2r .. 27 47 4w
+28In ——, COS— +12SIn—, COS— +12SINn—, COS— —+ 2SN —,
n n n n n n n n

.., COS

Liczby te powtarzaja sie cyklicznie i sg wsrdd nich liczby

2k 2k
cos—ﬂ—kisin—ﬂ dla £=0,1,2,...,n—1.
n n



Nietrudno zauwazy¢, ze argumenty wymienionych liczb sa z przedziatu [0, 27) 1 sa parami
rozne. Stad wynika, ze wymienione pierwiastki sa parami rézne i jest ich n, a wiec zostaty
wymienione wszystkie mozliwe pierwiastki n-tego stopnia z 1 (nie moze by¢ ich wiecej
niz n). Liczba 1 (i wszystkie niezerowe liczby zespolone) maja tyle pierwiastkéw n-tego
stopnia, ile mogg ich mie¢.

Laczac przedstawione rezultaty otrzymujemy, ze niezerowa liczba zespolona
m(cos ¢ + isin @) ma n pierwiastkéw n-tego stopnia danych wzorami

. o+2km . p+2km
\/T_n (cos " + 2sIn n

dlak=0,1,2,...,n—1.

Przedstawione rozumowanie mozna nieco skréci¢ wykorzystujac niejednoznacznosé
postaci trygonometrycznej dowolnej liczby zespolonej. Wtedy jednak dostarczatoby tro-
che mniej informacji o pierwiastkowaniu liczb zespolonych.



