Podstawowe pojecia i grupy permutacji

Antoni Koscielski

1 Podstawowe pojecia

1.1 Algebry i dziatania

Najkrocej méwiac, algebra to zbior z dziataniami w tym zbiorze.

Kazde dziatanie ma okreslong liczbe argumentéw. Dla liczby naturalnej n przyjmujemy, ze
n-argumentowe dziatanie w zbiorze A to funkcja przeksztatcajaca A™ w A.

O-argumentowe dziatanie zbiorze A to funkcja nie wymagajaca podawania argumentow.
Takie dziatanie w zbiorze A utozsamiamy z elementem A bedacym przyjmowang przez to
dzialanie wartoscia. Zamiast o dziataniach 0-argumentowych cze$ciej méwi sie o statych lub
wyroznionych elementach.

Przyktadem algebry jest zbior liczb rzeczywistych z dodawaniem, mnozeniem, zerem, je-
dynka i ewentualnie liczba 7, jezeli jest nam do czegos potrzebna. Inny przyklad to zbiér P(A)
wszystkich podzbioréw A z przekrojem (iloczynem zbioréw), réznica symetrycznag i zbiorem
pustym.

Bardziej formalnie algebre definiujemy jako uktad (n-ka, n-krotka) postaci

A: <A,f1,f2,...,01,02,...>.

Wtedy zbiér A nazywamy nosnikiem lub uniwersum algebry A, symbole fi, fo,... oznaczaja
dziatania w zbiorze A (majace dodatnia liczbe argumentéw), a symbole ¢y, ¢, . . . — stale, czyli
wyroznione elementy zbioru A. Dziatania i state mozna wymienia¢ w dowolnej kolejnosci.

Najczesciej bedziemy utozsamiaé zbior A z algebra A. W takim przypadku trzeba bedzie
domyslac sie, z jakie sg dzialania w algebrze A. Na przyktad, bedziemy méwié o algebrze liczb
rzeczywistych rozumiejac przez to algebre ztozona ze zbioru liczb rzeczywistych i zwyktych
dzialan: dodawania, mnozenia, operacji zmiany znaku, oraz z dwoch statych: 01 1.

Dziatania, ktére wyzej zostaly zdefiniowane nazywamy wewnetrznymi. Bedziemy rozwazac
takze dziatania zewnetrzne. Dziatlaniem zewnetrznym w zbiorze A bedziemy nazywaé funkcje
przeksztalcajace X x A w A, gdzie X jest pewnym, ustalonym zbiorem.

Przyktadem dziatania zewnetrznego moze by¢ podnoszenie do catkowitej potegi w zbiorze
liczb wymiernych (jest to dzialanie przeksztatcajace zbior Z x @) w Q) oraz mnozenie wektora
przez skalar przeksztatcajace zbior R x R? w zbiér R? wektoréw o dwéch wspodtrzednych.

1.2 Rodzaje dzialan

Dziatania wyjatkowo beda miaty wiecej niz dwa argumenty. Dziatania dwuargumentowe czesto
beda taczne. Dziatanie - w zbiorze A jest taczne, jezeli rownosé

z-(y-2)=(r-y) 2
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zachodzi dla wszystkich z,y,z € A. Dla dzialan tacznych wyrazenia postaci xy - x9 - ... -
T, przyjmuja te samg wartos¢ bez wzgledu na rozstawienie nawiaséw i dlatego zwykle sa
zapisywane jak wyzej, bez podawania nawiasow.

Dziatanie - w zbiorze A jest przemienne, jezeli dla wszystkich =,y € A zachodzi réwnosé

x.y:y.x‘.

Wigkszos¢ dziatan w matematyce szkolnej jest przemienna. Teraz bedziemy czesto stykac sie
takze z dziataniami nieprzemiennymi.

Przyktadem dziatania nieprzemiennego jest sktadanie funkcji. Przypusémy, ze mamy zbior
Aia, b, ¢ — trzy rézne elementy zbioru A. Wezmy funkcje f : A — Aig: A — A takie, ze
f(a) =b1i f(b) = a oraz g(a) = b1i g(b) = c. Dla takich funkcji zachodza réwnosci

f(g(a)) = a oraz g(f(a) = c,

a wiec zlozenia fogi go f sg rézne.

Jezeli mamy dwa dwuargumentowe dzialania + i -, oba w zbiorze A, to o dziataniu -
méwimy, ze jest rozdzielne wzgledem dziatania +, jezeli dla wszystkich x,y, 2z € A zachodza
rownosci

v-(y+z2)=(@-y)+@-z)oraz (y+2) 2=y )+ (z-2)

1.3 Elementy neutralne i odwrotne

Przypusémy, ze mamy algebre A z dzialaniem -. Element e € A nazywamy lewostronnym
elementem neutralnym, jezeli dla wszystkich € A zachodzg réwnosci

€E-Tr=21x.

Element e € A nazywamy prawostronnym elementem neutralnym, jezeli dla wszystkich z € A
zachodzg réwnosci
x-e=z.

Element e € A bedacy jednoczesnie lewo- i prawostronnym elementem neutralnym (a wiec
spelniajacy wszystkie wyzej wskazane réwnosci) nazywamy elementem neutralnym.

Na oznaczenie dzialan najczesciej uzywamy dwoch symboli: - oraz +. Dla algebr z jednym
dziataniem mamy wiec do wyboru dwa symbole oznaczajgce dziatanie. Zaleznie od wyboru
symbolu méwimy o tzw. zapisie multiplikatywnym lub addytywnym. Jezeli stosujemy zapis
multiplikatywny, to element neutralny nazywamy jednoscig lub jedynka i oznaczamy symbo-
lem 1. W przypadku zapisu addytywnego element neutralny nazywamy zerem i oznaczamy
symbolem 0. Oczywidcie, liczby naturalne 1 i 0 sa odpowiednio elementami neutralnymi dla
mnozenia i dodawania w algebrze liczb rzeczywistych.

Dla przykladu wezmy algebre wszystkich funkcji A4 przeksztalcajacych A w A ze ztoze-
niem. Dziatanie w tej algebrze (zlozenie) jest taczne, funkcja identycznosciowa jest elementem
neutralnym.

Algebra jest tez zbiér {f € N¥ : 0 ¢ f(N)} wszsytkich funkcji przeksztalcajacych N w
N, ktére nie przyjmuja wartosci 0, ze ztozeniem. W tej algebrze nie ma elementu neutralnego.
Gdyby e byto elementem neutralnym i e(0) = a # 0, to z jednej strony (f oe)(0) = f(e(0)) =
f(a), z drugiej strony foe = fistad (foe)(0) = f(0). Oczywiscie, te réwnosci nie moga
zachodzi¢ dla dowolnych funkcji f z naszej algebry. Mozna sprawdzié, ze kazda funkcja e’ taka,
ze € (n) =n dla n # 0 jest lewostronnym elementem neutralnym w rozwazanej algebrze.



Antoni Koscielski, Podstawowe pojecia i grupy permutacji, 5 kwietnia 2007 roku 3

Lemat 1.1 Jezeli w algebrze jest lewostronny element neutralny er i jest prawostronny ele-
ment neutralny er, to e = eg. Wtedy kazdy lewostronny ¢ prawostronny element neutralny
jest elementem neutralnym. W dowolnej algebrze istnieje najwyzej jeden element neutralny.

Dowédd. Oczywiscie, zachodza nastepujace réwnosci:
er =€ -egp=c¢yp. O

Dalej zaktadamy, ze w algebrze A mamy element neutralny e oraz x € A. Element y € A
nazywamy lewostronnym elementem odwrotnym do x, jezeli

YT =e.
Element y € A nazywamy prawostronnym elementem odwrotnym do z, jezeli
Ty =e.

Element y € A nazywamy elementem odwrotnym do z, jezeli jest jednocze$nie elementem
lewo- i prawostronnie odwrotnym do z.
Jezeli stosujemy zapis addytywny, to elementy odwrotne nazywamy przeciwnymi.

Lemat 1.2 Zatozmy, ze rozwazamy algebre z {gcznym dziataniem i elementem neutralnym
e. Niech x bedzie ustalonym elementem tej algebry. Jezeli w tej algebrze dla elementu x jest
lewostronny element odwrotny yy, i jest prawostronny element odwrotny ygr, to y, = yr. Wiedy
kazdy lewostronny i kazdy prawostronny element odwrotny do X jest elementem odwrotnym x.
W takiej algebrze dla dowolnego x istnieje najwyzej jeden element odwrotny.

Dowéd. Zauwazmy, ze

yr = yre = yr(ryr) = (Yyr2)yr = €yr = yr. O

2 Definicja i podstawowe wtasnosci grup

2.1 Definicje

Grupa to algebra z tacznym dziatlaniem (mnozeniem) z elementem neutralnym i odwracaniem.
Ma wiec trzy dzialania oznaczane najczeséiej -, 11 ~1. W grupie dzialania te spelniajg réwnosci

(- y)z2=2-(y-2),

dla wszystkich z,y, z nalezacych do nosnika grupy.
Grupa moze tez zostaé¢ zdefiniowana jako algebra G z tacznym mnozeniem takim, ze

deeGVrelG ((are=e-x=2)ANFyeCG (z-y=y-x=c¢))).

Obie definicje grupy sa w zasadzie rownowazne. Jezeli algebra G jest grupa w sensie drugiej
definicji, to mozna ja jednoznacznie rozszerzy¢ o element neutralny i operacje odwracania.
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Grupami sg liczby catkowite z dodawaniem oraz liczby wymierne bez zera z mnozeniem.
Grupa jest takze zbiér podzbioréw P(X) zbioru X z réznica symetryczna. Waznym przykta-
dem grupy jest zbiér Sx = {f € XX : f jest bijekcja} bijekcji przeksztatcajacych X ma X
ze ztozeniem. Takie bijekcje nazywamy tez permutacjami zbioru X, a Sx— grupa permutacji.
Przyjmujemy tez oznaczenie S, = Sqi,.. n}-

Permutacje nalezace do \S,, mozemy definiowa¢ podajac tabelke funkcji. Zwykle tabelka ma

postac
1 2 ... n
ap Qag ... Qp ’
Taka tabelka oznacza funkcje f: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} zdefiniowana wzorami f(i) = a;

dla wszystkich i =1,...,n.
Grupy mozemy tez definiowaé¢ podajac tabelki mnozenia takie, jak np.

o el
Tals| oraz allalb|c
3 T T billblc|a

cllelalbd

Podane tabelki definiujg dzialania grupowe, ale przekonanie sie o tym moze sprawié¢ troche
ktopotow.

2.2 Potegowanie
W grupach mozemy zdefiniowa¢ potegowanie przyjmujac, ze dla dowolnej liczby naturalnej
zachodzg réwnodci

=1, g"t'=g"-g oraz g "= (g )"

Jezeli stosujemy zapis addytywny, to podane réwnosci przyjma postac
0-g=0, (n+1)-g=n-g+g oraz (—n)-g=n-(—g).

Potegowanie w grupie ma nastepujgce wtasnosci stuszne dla wszystkich liczb catkowitych
n i m oraz dowolnych elementow grupy g i h:

L 171 =1

2. (97 =y

3. (9-h)t=h"g™
4 (g")" =g

5. g"-g"=g""

Znany ze szkoty wzér (g-h)™ = g"- h™ jest na ogol fatszywy. W szczegdlnosei, nie mozna w
tym wzorze podstawi¢ n = —1. Jest natomiast prawdziwy podany wyzej wzér na odwrotnosé
iloczynu.
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2.3 Rzad grupy i rzad elementu grupy

Jezeli grupa jest skonczona i ma n elementéw, to mowimy o niej, ze jest rzedu n. O grupach
nieskoniczonych méwimy tez, ze maja rzad nieskonczony. Oczywiscie, rzedem grupy S, jest n!.

Dla niektérych elementéw g grupy G istnieje dodatnia liczba naturalna n taka, ze ¢" =
1. Wtedy najmniejsza liczbe sposréd liczb n o podanych wtasnosciach nazywamy rzedem
elementu g. O pozostalych elementach méwimy, Ze nie maja okreslonego rzedu. W grupach
skonczonych kazdy element ma okreslony rzad.

2.4 Prawo skracania

Lemat 2.1 (lewostronne prawo skracania) JezZeli w grupie zachodzi réwnosé g-hy = g-ha,
to hl = hg.

Dow6d. Aby dowie$¢ lemat wystarczy podang réwnos¢ pomnozy¢ przez z lewej strony przez
element odwrotny do ¢ i skorzysta¢ z prawa tacznosci. O

W dowolnej grupie jest prawdziwe takze prawostronne prawo skracania.

Prawa skracania zachodza takze w algebrach, ktore nie sa grupami. Na przyktad, dodatnie
liczby naturalne z mnozeniem tworza potgrupe z jednoscia, ktéra nie jest grupa, ale zachodza
w niej oba prawa skracania.

Zdefiniujmy funkcje f, : G — G takie, ze

fg(h) =g-h.

Prawo skracania implikuje, ze sa to funkcje réznowartosciowe. Sa to takze funkcje typu
,na’. Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja f, przyjmuje warto$¢ h dla argumentu x = ¢g~' - h. Tak
wiec funkcje f,; sa permutacjami zbioru G, czyli f, € Sg.

2.5 Homomorfizmy grup
Zdefiniujemy jeszcze funkcje
¢ G — G taka, ze p(g) = f,.

Funkcja ta ma dwie wtasnosci: spetnia réwnosé

©(g1 - g2) = w(g1) © ¥(g2), (1)

oraz jest roznowartosciowa, a wiec spelnia warunek jezeli g; # g2, to ©(g1) # ©(g2)-

Funkcje ¢ przeksztatcajaca grupe G w inng algebre (w tym przypadku G lub Sg ze ztoze-
niem o) majaca wlasnosé¢ (1) nazywamy homomorfizmem grupy G. Jezeli dodatkowo jest ona
roznowarto$ciowa, to nazywamy jg monomorfizmem, a jezeli jest bijekcja, to — izomorfizmem.
Homomorfizm typu ,na” nazywamy epimorfizmem.

Lemat 2.2 Niech o(G) oznacza zbior wartosci przyjmowanych przez funkcje ¢ na zbiorze G.
Jezeli G jest grupg i o jest homomorfizmem grupy G, to

1. ¢(G) z dzialaniem o jest algebrq,
2. (1) jest elementem neutralnym w algebrze o(G) z dzialaniem o,

3. elementem odwrotnym do ¢(g) jest o(g™1),
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4. p(Q) z dziataniem o jest grupg (nawet, gdy o jest jakimkolwiek dziataniem binarnym). O

Algebre (@) z dziataniem o nazywamy obrazem homomorficznym G (wyznaczonym przez
homomorfizm ).

Whniosek 2.3 Obraz homomorficzny grupy jest grupg. Homomorfizm grupy przeksztatca ele-
ment netralny na element neutralny, a element odwrotny — na odwrotny.

2.6 Badanie tabelek

Przypusémy, ze mamy tabelke

|- alb]c]

allalb]|c
bllblclal
cllelalbd

pewnego dwurgumentowego dzialania -. Analizujac ja tatwo sprawdzi¢, czy dla dzialania -
istnieje element neutralny, czy sa elementy odwrotne, czy dziatanie jest przemienne. Dos¢
trudno sprawdzi¢, czy to dziatanie jest taczne.

Zauwazmy, ze jezeli mamy tabelke dziatania -, to znamy funkcje f; i ¢ zdefiniowane w
rozdziatach 2.4 1 2.5. Wiemy z tych rozdziatow, ze jezeli tabelka przedstawia dziatanie grupowe,
to ¢ jest izomorfizmem. Stad wynika, ze w poszczegdlnych wierszach tabelki znajduja sie
przepermutowane elementy grupy, a takze kazde dwa wiersze (z wyjatkiem wiersza z nagtowka)
sg rozne. Analogiczne warunki spelniajg kolumny tabelki.

Dla algebr skonczonych prawdziwe jest takze twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 2.4 Jezeli G jest skoniczong algebrg z dziataniem - 1 ¢ jest monomorfizmem, to
G jest grupg. O

Twierdzenie to pozwala opracowaé algorytm sprawdzajacy tacznos¢ dziatania, mniej zmud-
ny od naturalnego.

2.7 Podgrupy

Przypuéémy, ze G jest grupa z mnozeniem -, elementem neutralnym 1 i odwracaniem ~!, a

H jest podzbiorem G. Zbiér H moze by¢ zamkniety ze wzgledu na dziatania w grupie G.
Doktadniej, moze spelnia¢ nastepujace warunki:

1. 1e@,
2. jezeli g,h € H, to takze g-h € H
3. oraz jezeli g € H, to takze ¢g~' € H.

Jezeli te warunki sa spetnione, to H z dzialaniami z grupy G (a whasciwie z ich obcieciami)
jest pewna algebra. Te algebre nazywamy podgrupa grupy G.

Nietrudno zauwazy¢, ze zdefiniowany wyzej obraz homomorficzny ¢(G) jest podgrupa gru-
py Sg. Podgrupy maja nastepujace, oczywiste wtasnosci:

Lemat 2.5 Podgrupa jest grupg. O

Lemat 2.6 Dowolny przekrég podgrup grupy G jest podgrupg grupy G. O
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7, przeprowadzonych juz rozumowan wynika
Twierdzenie 2.7 (tw. Cayley) Kaida grupa G jest izomorficzna z podgrupg grupy Sg. O
Prawdziwe sg tez lematy:

Lemat 2.8 Jezeli zbiory X 1Y sq rownoliczne, to grupy permutacji Sx © Sy sg tzomorficz-
ne. O

oraz

Lemat 2.9 Jezeli algebry A i B oraz algebry B i C' sq izomorficzne, to algebry A i C' teZ sq
1zomorficzne. O

Z twierdzenia Cayley i podanych lematéw wynika

Whniosek 2.10 Kaida grupa rzedu n jest izomorficzna z podgrupg grupy S,. O

Whiosek 2.11 Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje (z dokladnosciq do izomorfizmu) skoti-
czenie wiele grup n elementowych. Jest wiec przeliczalnie wiele grup skoriczonych. O

2.8 Generatory i generowanie

Przypusémy, ze mamy grupe G z dziataniem -, podgrupe H grupy G i podzbiér X zbioru H.
Nastepujace stwierdzenia sg réwnowazne

1. H jest przekrojem rodziny podgrup grupy G ztozonej z podgrup zawierajacych X,
2. H jest najmniejsza podgrupa G zawierajaca X,

Jezeli stwierdzenia te sa prawdziwe, to H okreslamy jako podgrupe grupy G generowana
przez X, a X nazywamy zbiorem generatoréw podgrupy H.

Zbior X generuje grupe G (albo: grupa G jest generowana przez X ), jezeli G jest najmniej-
sza podgrupa G generowana przez X. Nietrudno zauwazy¢, ze X generuje G wtedy i tylko
wtedy G jest jedyna podgrupa grupy G zawierajacag X.

Czasem bedziemy tez mowié, ze elementy g1, ¢o, ..., g, generuja grupe G. Zwrot ten i
podobne oznaczaja, ze zbior {gi, go, ..., g} generuje grupe G.

3 Grupy permutacji
3.1 Rozklad na cykle
Niech f: A — A bedzie bijekcja, a X — podzbiorem A, dowolnym i niepustym, takim, ze
flz)=y=(re X <= yeX). (2)
Zauwazmy, ze wtedy
1. f: X — X (doktadniej: obciecie f do zbioru X, a nie samo f),

2. f jest permutacja zbioru X,
3. f: A\ X — A\ X oraz jest permutacja zbioru A\ X.
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Majac zbiér X o wlasnosci (2) mozemy zdefiniowa¢ dwie funkcje fo 1 f; takie, ze

| f(x) jezeli x € X, | f(x) jezelix & X,
folw) = { x jezeli x & X, oraz fi() x jezeli z € X.

Lemat 3.1 Dia dowolnej permutacji f zbioru A zdefiniowane wyzej funkcje fo i fi sq permu-
tacjami zbioru A oraz spetniajg rownosci f = fofi = fifo- O

Przedstawione fakty pozwalaja roztozy¢ dowolna permutacje na iloczyn tzw. permutacji
cykliczych, cho¢ w przypadku zbiorow nieskonczonych pojawiaja sie ktopoty formalne. Naj-
pierw nauczymy znajdowaé zbiory X o whasnosci (2).

Takim jest dla dowolnego = € A zbior

X ={f"x):ne Z}. (3)

Co wiecej, tak definiujemy minimalne zbiory o wlasnosci (2), ktore nie daja sie roztozyé na
mniejsze zbiory o tej wtasnosci. Te zbiory moga by¢ skonczone, w tym jednoelementowe, lub
nieskonczone.

Lemat 3.2 Zbior X zdefiniowany wzorem (3) jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy funk-
cja przyporzadkowujgca liczbie catkowitej n wartosé f™(x) jest réznowartosciowa. O

Permutacje fy dla zbioréw X zdefiniowanych wzorem (3) nazywamy cyklicznymi.
Permutacje cykliczne dla nieskonczonych X mozemy definiowa¢ wskazujac ciag elementow
zbioru A indeksowany liczbami catkowitymi, np. przedstawiamy je jako

(. ..,Q_9,0_1,00, 071, 0a9, .. )
Zapis (...,a_9,a_1,agp,a, as,...) oznacza funkcje g : A — A taka, ze
g(a;) =a;1 dla 1€ Z oraz g(x) =2 dlax € A\{ax: k € Z}.

W szczegblnosei, dla nieskonczonego zbioru X definiowanego wzorem (3) funkcje fy, mozna
zdefiniowaé jako
(o f72@), [N () 2, f2), f2(2), )
Przyktadem permutacji cyklicznej zbioru nieskoniczonego moze by¢ funkcja g : R — R
taka, ze
o(z) = { x4+ 1 jezeli x jest liczbg catkowita,
x W przeciwnym razie.

Permutacje ¢ mozemy zapisa¢ jako (..., —2,—1,0,1,2,...).
Jezeli zbiér X definiowany wzorem (3) jest skoficzony, to jest on réwny

X = {a, f(), ()., (@)}

dla pewnej dodatniej liczby naturalnej k. Wtedy dla pewnych liczb n € Z i k € N zachodzi

réwnoéé f(x) = fr*(z). Zachodzi takze réwnosé f¥(r) = z. Stad ltatwo wywnioskowaé
réwnosé f"(x) = f"(x), gdzie r jest reszta z dzielenia n przez k.
Dla opisania funkcji fy w takiej sytuacji stosujemy zapis (aq, as, . . ., ax). Oznacza on funkcje

g definiowana wzorami

g(a;) =a;41 dlai <k, glax) =a, oraz g(z)=x dla z € A\ {ay,...,a}.
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Samg funkcje fy mozemy okredli¢ jako (z, f(z), f2(x), ..., fF1(x)).

Analizujac permutacje zbioréw skonczonych wystarczy rozwazaé tylko permutacje cyklicz-
ne postaci (a, ag, ..., ax).

Dowolna permutacje mozemy przedstawi¢ w postaci zlozenia permutacji cyklicznych sto-
sujac nastepujaca procedure.

1. Sprawdzamy, czy istnieje x € A taki, ze f(z) # x. Jezeli nie istnieje, to permutacja f
jest funkcja identycznosciowa (jest wiec ztozeniem zera permutacji cyklicznych).

2. Jezeli mamy = € A taki, ze f(x) # x, to znajdujemy zbior X = {f"(x) : n € Z}. Jezeli
A jest skoticzony, to mozemy to zrobi¢ obliczajac kolejne wartosci z, f(x), f3(z), ... tak
dtugo, az obliczymy f*(z), ktére okaze si¢ réwne .

3. Przedstawiamy f w postaci fyfi. Permutacja fj jest cykliczna.

4. Nastepnie, rekurencyjnie znajdujemy rozktad permutacji fi.

Permutacje 0,7 € Sx sa rozlaczne, jezeli nie istnieje taki element x € X, ze o(z) # x i
jednoczesnie 7(z) # x. Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli o i 7 sa permutacjami roztaczymi, to
OOT =TOO.

Twierdzenie 3.3 KaZdg permutacje zbioru skonczonego mozna przedstawi¢ w postaci ztoze-
nia roztgeznych permutacyi cyklicznych. O

Whniosek 3.4 Jezeli A jest zbiorem skoriczonym, to zbior permutacyi cyklicznych generuje
grupe wszystkich permutacyi zbioru A. O

Twierdzenie 3.5 Przedstawienie permutacji w postaci iloczynu (zlozenia) roztgcznych per-
mutacyi cyklicznych jest jednoznaczne z doktadnosciq do kolejnosci, w jakiej poszczegolne czyn-
niki zostaty wymienione. O

Permutacje cykliczne postaci (aj, az) nazywamy transpozycjami. W grupach S,, transpo-
zycje postaci (4,4 + 1) nazywamy transpozycjami elementéw sasiednich.

Twierdzenie 3.6 Zbior transpozycyi generuje grupe wszystkich permutacji zbioru skonczone-
go. O

Powyzsze twierdzenie moze by¢ wnioskiem z nastepujacego.
Twierdzenie 3.7 Zbior transpozycji elementow sgsiednich generuje grupe permutacyi Sy, .

Dowéd. Kazdg permutacje nalezaca do S, mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu transpozycji
elementow sgsiednich. Przedstawienie to mozna znalezz Sledzac dziatanie algorytmu sortowania
babelkowego. Weryfikacje szczegdtéw pozostawiam jako ¢wiczenie. O

3.2 Permutacje parzyste i nieparzyste

Permutacje zbioru skonczonego nazywamy parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy jest ztozeniem
parzystej liczby transpozycji. Permutacje zbioru skonczonego nazywamy nieparzysta wtedy i
tylko wtedy, gdy jest ztozeniem nieparzystej liczby transpozycji.

Zauwazmy, ze permutacja nie jest parzysta, jezeli zadne jej przedstawienie w postaci iloczy-
nu transpozycji nie zawiera parzystej liczby czynnikow. Interesuje nas, czy istnieja permutacje,
ktore sg jednoczesnie parzyste i nieparzyste, albo, czy istnieje permutacja, ktéra nie jest pa-
rzysta.
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3.3 Znak permutacji

Przyjmijmy, ze o € S,, oraz

sgn(o) =] M_

i<j J—
Liczbe sgn(o) nazywamy znakiem permutacji o.
Lemat 3.8 Funkcja sgn ma nastepujgce wlasnosci:

1. sgn(o) € {—1,1} dla dowolnej permutacji o,

2. sgn jest homomorfizmem przeksztalcajgcym grupe S, w zbidr liczb wymiernych (lub cal-
kowitych) z mnozeniem, w szczegélnosci dla dowolnych permutacji o,7 € S,, zachodzi
rouwnosé sgn(o o 1) = sgn(o) - sgn(T),

3. sgn((a,b)) = —1.
Dowé6d. Zauwazmy, ze jezeli o € S, to
{{i.gy:1<ij<nni#j} ={{o(),0()}: 1 <i,j<nAi#j}

Oznaczmy te zbiory przez X i wezmy funkcje f, ktoéra parze {i,j} liczb przyporzadkowuje

warto$¢ f({i,7}) = |7 — 7 |. Nietrudno sprawdzi¢, ze jest to poprawnie zdefiniowana funkcja i
oy = s o) =010
Hz‘<j | ] —1 |
Z tego wzoru wynika, ze | sgn(o) | = 1, gdyz jest to iloraz dwbch iloczynéw wartosci funkeji f

dla argumentéw przebiegajacych ten sam zbior X. W ten sposob dowiedliSmy czes¢ pierwsza
lematu.
Aby dowies¢ czes¢ druga, wystarczy w podobny sposéb dowiesé, ze

Ha(j)—a(i) :HU(T(J')) —:(T(i))

i<j j —1 i<j T J) - <Z>

dla dowolnych permutacji o i 7. Dalsze rachunki sg oczywiste.

o(7(j) —o(r(@)) _ rolr(y) —o(r (i) y7 7G) — 7(0) _
‘ IJJ jot —ga 7(j) = 7(0) 13] j—i
_ HO(]) —o(i) HT(J)—T(Z)

—1

sgn(ocoT) =

— = sgn(o) - sgn(7).
i<j J—t i<j J

Czese trzecia tezy lematu pozostawiam jako ¢wiczenie. O
Whniosek 3.9 Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1. o jest permutacjq parzystq,

2. sgn(o) =1

3. w kazdym przedstawieniu o w postaci iloczynu transpozycji mamy parzystg liczbe czyn-
nikow. O
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Obliczanie znaku permutacji jest bardzo proste. Wymaga np. ustalenia liczby tzw. inwersji.

Inwersja permutacji
(1 23 456 738
7“5 7163824

nazywamy pare pozycji w dolnej linijce tabelki o, w ktérej znajdujace sie liczby sg podane w
innej kolejnosci, niz w gornej linijce. Na przyktad, inwersje tworzg pozycje druga i czwarta.
znajdujace sie na tych pozycjach liczby 7 i1 6 sa podane w innej kolejnosci niz w gornej linijce
tabelki. Jezeli permutacja ma n inwersji, to jej znak jest réwny (—1)". Wynika to z definicji
znaku permutacji i przedstawionej analizy wzoru z definicji. Sg tez inne metody. Na przyktad,
znak permutacji mozna ustali¢ tatwo znajdujac przedstawienie permutacji w postaci iloczynu
permutacji cyklicznych.



