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Streszczenie

W tej pracy spróbujemy rozszerzy¢ logik¦ ze stra»nikami GF2 o mo»liwo±¢ u»ywania

pewnych konstrukcji z logiki modalnej PDL. Najpierw poka»emy, »e dodanie mo»liwo±ci sto-

sowania zªo»enia, nawet po ograniczeniu do relacji wyst¦puj¡cych jedynie w stra»nikach,

prowadzi do nierozstrzygalno±ci problemu speªnialno±ci. Nast¦pnie rozwa»ymy stosowanie

operacji przechodniego domkni¦cia relacji atomowych. Z wcze±niejszych wyników wiadomo,

»e zezwolenie na u»ywanie przechodniego domkni¦cia w dowolnym miejscu formuªy prowa-

dzi do nierozstrzygalno±ci problemu speªnialno±ci. Okazuje si¦ jednak, »e je±li zezwalamy

na stosowanie przechodniego domkni¦cia tylko dla relacji, które wyst¦puj¡ jedynie w stra»-

nikach, to taka logika jest rozstrzygalna w czasie podwójnie wykªadniczym, wi¦c, na mocy

wcze±niejszych wyników, 2Expspace-zupeªna.



1 Wprowadzenie

Logiki modalne zostaªy wprowadzone w celu poszerzenia rachunku zda« o mo»liwo±¢ wyra»a-
nia mo»liwo±ci (♦) i konieczno±ci (�). Pocz¡tkowo te logiki byªy wykorzystywane gªównie przez
�lozofów. Wraz z rozwojem komputerów zacz¦to szuka¢ sposobu, aby wykorzystywa¢ te logiki do
wery�kacji programów komputerowych oraz sprz¦tu. Ze wzgl¦du na stosunkowo maª¡ siª¦ wy-
razu klasyczne logiki modalne okazuj¡ si¦ jednak cz¦sto niewystarczaj¡ce, wi¦c zaproponowano
wiele rozszerze« tych logik.

Zdaniowa logika dynamiczna (PDL), wprowadzona w [7], jest jednym z najbardziej znanych
rozszerze« logik modalnych. Szczególnie dobrze nadaje si¦ do opisywania wªasno±ci programów
zapisanych w imperatywnych j¦zykach programowania, gdy» pozwala elegancko wyra»a¢ p¦tle
oraz skªadanie instrukcji. Rok po wprowadzeniu logiki PDL w pracy [16] udowodniono, »e pro-
blem speªnialno±ci dla tej logiki jest Exptime-zupeªny. Dla porównania, problem speªnialno±ci
dla zwykªych logik modalnych jest PSpace-zupeªny.

Strze»ony fragment logiki pierwszego rz¦du, zwany równie» logik¡ ze stra»nikami (GF), zostaª
po raz pierwszy wprowadzony w pracy [1]. Gªówn¡ motywacj¡ przy de�niowaniu tej logiki byªa
ch¦¢ zanurzenia logiki modalnej w logice pierwszego rz¦du w taki sposób, by nie utraci¢ rozstrzy-
galno±ci podstawowych problemów decyzyjnych. W odró»nieniu od zwykªej logiki pierwszego
rz¦du, w logice ze stra»nikami wymagamy, by po ka»dym kwanty�katorze pojawiª si¦ stra»nik,
to znaczy formuªa, która ogranicza wszystkie zmienne wolne wyst¦puj¡ce w podformule, któr¡
wi¡»e ten kwanty�kator. Peªn¡ de�nicj¦ GF mo»na znale¹¢ w rozdziale 2.

W pracy, w której zde�niowano GF ([1]), pokazano równie» dowód rozstrzygalno±ci problemu
speªnialno±ci dla wariantu GF bez równo±ci. W ogólnym przypadku problem speªnialno±ci okazaª
si¦ by¢ 2Exptime-zupeªny ([12]), jednak przy ograniczonej liczbie zmiennych w formule problem
staje si¦ jedynie Exptime-zupeªny. Dla porównania, fragment logiki pierwszego rz¦du z dwiema
zmiennymi (FO2) jest NExptime-zupeªny ([9]).

Okazuje si¦, »e zdania standardowej logiki modalnej mo»na w prosty sposób przeªo»y¢ na
zdania logiki ze stra»nikami z dwiema zmiennymi, zast¦puj¡c zmienne przez unarne predykaty
oraz operatory modalne przez kwanty�katory ([3], [4]). Taki przekªad zwi¦ksza jednak zªo»ono±¢
obliczeniow¡ problemu speªnialno±ci z PSpace do Exptime, jednak w GF2 mo»na wyrazi¢ wi¦cej
wªasno±ci.

Przykªad. Formuª¦ �♦(p ∧ �q) mo»na przeªo»y¢ na formuª¦ ∀y(xRy ⇒ ∃x(yRx ∧ P (x) ∧
∀y(xRy ⇒ Q(y)))) nale»¡c¡ do GF. Warto zwróci¢ uwag¦, »e do przekªadu dowolnej formuªy
wystarczaj¡ dwie zmienne. Formuªa ∀x(x = x ⇒ P (x)) nie ma odpowiednika w±ród formuª
logiki modalnej.

W roku 1997 w pracy [11] pokazano, »e logika FO2 poszerzona o mo»liwo±¢ u»ywania re-
lacji przechodnich jest nierozstrzygalna. Dwa lata pó¹niej w pracy [8] udowodniono równie»
nierozstrzygalno±¢ dla GF2 z relacjami przechodnimi bez równo±ci, jednocze±nie pokazuj¡c, »e
je±li zabronimy u»ywania relacji o arno±ci wi¦kszej ni» 1 poza stra»nikami, to logika staje si¦
rozstrzygalna. Aby uzyska¢ nieco lepsze wyniki, zacz¦to de�niowa¢ nieco bogatsze logiki. Nas
b¦d¡ interesowa¢ przede wszystkim logika z przechodnimi stra»nikami ([GF + TG]) oraz logika
z przechodnio domykanymi stra»nikami ([GF++]). Wspomnimy te» o logice z punktami staªymi
(µGF).

Logika µGF powstaje z GF przez dodanie mo»liwo±ci de�niowania punktów staªych. W
roku 1999 w pracy [10] pokazano, »e problem speªnialno±ci dla strze»onej logiki z punktami
staªymi jest 2Exptime-zupeªny. Zauwa»my, »e to implikuje, »e GF2 z przechodnim domkni¦ciem
jest rozstrzygalna, gdy zabronimy u»ywania relacji o arno±ci wi¦kszej ni» 1 poza stra»nikami.
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Aby si¦ o tym przekona¢ zauwa»my najpierw, »e dowoln¡ formuª¦ tego j¦zyka mo»na zapisa¢ w
postaci normalnej (patrz: rozdziaª 2), wobec czego wystarczy pokaza¢, jak przeªo»y¢ formuªy
∀y.xT+y ⇒ ϕ(x, y) oraz ∃y.xT+y ∧ ϕ(x, y), gdzie w ϕ s¡ tylko unarne symbole relacyjne, na
formuªy z j¦zyka µGF. Dla ustalonej formuªy ϕ bez kwanty�katorów, niech U b¦dzie zbiorem
symboli unarnych wyst¦puj¡cych w tej formule oraz niech t ⊆ U . �atwo mo»na zde�niowa¢
formuª¦ bez kwanty�katorów ma − typt tak¡, »e ma − typt(v) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy v speªnia wszystkie predykaty z t i nie speªnia »adnego predykatu z U \ t. Mo»na równie»
zde�niowa¢ formuª¦ bez kwanty�katorów ψϕ

t tak¡, »e dla dowolnego v je±li ma − typt(v), to
dla ka»dego w zachodzi ψϕ

t (w) ⇐⇒ ϕ(v, w), gdy» maj¡c ustalone warto±ci wszystkich relacji
dla v mo»na sprawdzi¢, jakiego typu punkty spowoduj¡, »e formuªa b¦dzie speªniona. Maj¡c
te formuªy mo»emy zde�niowa¢ zbiór elementów, z których jest osi¡galny ±cie»k¡ po T punkt
speªniaj¡cy ψϕ

t : W
ϕ
t = [LFP Wx.ψϕ

t (x) ∨ (∃y.xTy ∧W (y))] oraz zbiór elementów, z których
ka»dy element osi¡galny relacj¡ T speªnia ψϕ

t : V
ϕ
t = [GFP Wx.ψϕ

t (x) ∧ (∀y.xTy ∧W (y))]. Z
tymi de�nicjami ªatwo ju» zde�niowa¢ przekªad interesuj¡cych nas formuª:

• ∃y.xT+y ∧ ϕ(x, y) przekªadamy na ∃y.xTy ∧
∧

t⊆U (ma− typt(x)⇒Wϕ
t (y))

• ∀y.xT+y ⇒ ϕ(x, y) przekªadamy na ∀y.xTy ⇒
∧

t⊆U (ma− typt(x)⇒ V ϕ
t (y))

Zauwa»my, »e ten przekªad jest wykªadniczy, co wobec Exptime-zupeªno±ci problemu speªnialno-
±ci dla µGF z dwiema zmiennymi daje podwójnie wykªadniczy algorytm rozstrzygaj¡cy problem
speªnialno±ci dla tej logiki.

Logika [GF + TG] powstaje z GF przez dodanie mo»liwo±ci de�niowania pewnych relacji
jako przechodnich, przy czym zabrania si¦ wyst¦powania takich relacji poza stra»nikami. W
roku 2001 praca [18] pokazaªa, »e [GF + TG] jest rozstrzygalna w czasie 2Exptime, a zatem,
wobec wcze±niejszych wyników, 2Exptime-zupeªna.

W tej pracy uzupeªnimy wyniki z [18] i [10] dowodz¡c, »e GF2 z wyró»nionym zbiorem relacji
binarnych, które mog¡ si¦ pojawia¢ tylko w stra»nikach oraz które mo»na przechodnio domyka¢,
ma 2Exptime-zupeªny problem speªnialno±ci.

Aby zyska¢ motywacj¦, porównajmy siª¦ wyrazu [GF + TG] z [GF++]. Oczywi±cie, ka»da
wªasno±¢ de�niowana formuª¡ z [GF + TG] jest wyra»alna w GF z przechodnim domkni¦ciem,
gdy» ka»d¡ relacj¦ przechodni¡ mo»emy zast¡pi¢ przez przechodnie domkni¦cie pewnej nowej
relacji. Interesuj¡ce jest zatem pytanie, czy [GF++] pozwala zde�niowa¢ jakie± wªasno±ci, które
nie s¡ wyra»alne w [GF + TG]. Zauwa»my, »e wªasno±¢ �dana relacja jest przechodnia� jest
wyra»alna w logice pierwszego rz¦du. Oznacza to, »e wszystkie formuªy wyra»alne przez logik¦
[GF + TG] mo»na przeªo»y¢ na logik¦ FO. Znanym faktem ([2]) jest, »e w FO nie mo»na wyrazi¢
wªasno±ci �z pewnego punktu speªniaj¡cego S jest osi¡galny ±cie»k¡ po R pewien punkt speª-
niaj¡cy T �. Wªasno±¢ t¦ mo»na jednak wyrazi¢ w [GF++] zdaniem ∃x.S(x) ∧ ∃y.xR+y ∧ T (y).
Zatem [GF++] rzeczywi±cie zwi¦ksza liczb¦ wªasno±ci, które mo»na wyrazi¢. Zauwa»my te», »e
przechodnie domkni¦cie lepiej nadaje si¦ do opisu programów ni» relacje przechodnie, gdy» dzi¦ki
niemu mo»na opisa¢ relacj¦ przej±cia w jednym kroku, a nast¦pnie sprawdza¢ pewne wªasno±ci,
które mog¡ zaj±¢ po dowolnie wielu krokach.

Niestety, formalny dowód faktu, »e istniej¡ formuªy w [GF++], których nie daje si¦ wyrazi¢
w µGF, nie jest obecnie znany. Wydaje si¦ jednak, »e w logice z punktami staªymi nie mo»na
powiedzie¢, »e bie»¡cy element v jest w ustalony sposób poª¡czony relacjami binarnymi z ele-
mentem osi¡galnym z v pewn¡ ±cie»k¡ po R, wi¦c formuªy ∀xy.xR+y ⇒ (P (y) ⇔ xSy) nie da
si¦ wyrazi¢ w µGF. Warto równie» zauwa»y¢, »e gdyby [GF++] daªa si¦ wyrazi¢ w µGF, to tym
bardziej [GF + TG] by si¦ daªa, co by zmniejszyªo wag¦ niektórych znanych wyników (np. [18]).

Ten dokument skªada si¦ z dwóch istotnych cz¦±ci: dowodu nierozstrzygalno±ci GF2 ze zªo»e-
niem oraz dowodu rozstrzygalno±ci GF2 z przechodnim domkni¦ciem. Rozdziaª 2 wprowadza de-
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�nicje niezb¦dne do zrozumienia dalszych rozdziaªów. Zakªada si¦, »e czytelnik zna podstawowe
poj¦cia zwi¡zane z logik¡, wi¦c de�nicje elementarnych poj¦¢ pomini¦to. Rozdziaª 3 dowodzi,
»e logika ze stra»nikami, w której dodatkowo zezwolimy na skªadanie relacji samej z sob¡ pod
warunkiem, »e ta relacja nie wyst¦puje poza stra»nikami, ma nierozstrzygalny problem speªnial-
no±ci. To implikuje, »e nie da si¦ ªatwo przeªo»y¢ caªego PDL na wariant GF. W kolejnych
rozdziaªach spróbujemy zbada¢ wariant, w którym do GF2 dodajemy z PDL jedynie operacj¦
przechodniego domkni¦cia. W rozdziale 4 zde�niujemy pewn¡ wªasno±¢ modelu i zobaczymy,
»e ka»da speªnialna formuªa logiki [GF+∗] ma model o tej wªasno±ci. Nast¦pnie w rozdziale 5
zobaczymy algorytm, który sprawdza, czy dana formuªa [GF+∗] ma model o tej wªasno±ci, a
zatem rozstrzyga problem speªnialno±ci dla tej logiki.

2 Preliminaria

2.1 Rodzaje logik

Przez FO b¦dziemy oznacza¢ caª¡ logik¦ pierwszego rz¦du bez symboli funkcyjnych, staªych
oraz relacji 0-arnych. Przez GF b¦dziemy oznacza¢ logik¦ ze stra»nikami, która jest fragmentem
FO. Formuªy dopuszczalne w logice GF to najmniejszy zbiór speªniaj¡cy poni»sze warunki:

• ka»da formuªa atomowa nale»y do j¦zyka GF

• je±li ψ oraz ϕ nale»¡ do j¦zyka GF, to ψ ∨ ϕ, ψ ∧ ϕ, ¬ψ oraz ψ ⇒ ϕ nale»¡ do j¦zyka GF

• je±li ψ nale»y do j¦zyka GF, ~x, ~y s¡ ci¡gami zmiennych oraz α(~x, ~y) jest formuª¡ atomow¡
zawieraj¡c¡ wszystkie zmienne z ~x i ~y, to ∀~x.α(~x, ~y)⇒ ψ(~x, ~y) oraz to ∃~y.α(~x, ~y)∧ψ(~x, ~y)
nale»¡ do j¦zyka GF

Formuªa α(~x, ~y) jest cz¦sto nazywana stra»nikiem. Warto zauwa»y¢, »e szczególnym przypadkiem
stra»nika jest formuªa x = x.

Przez FOk (GFk) b¦dziemy oznacza¢ fragment logiki FO (GF), w którym dopuszcza si¦ u»ycie
jedynie k zmiennych.

Logik¦ z przechodnio domykanymi stra»nikami, oznaczan¡ przez [GF++] de�niujemy analo-
gicznie do GF z t¡ ró»nic¡, »e wyró»niamy pewien podzbiór binarnych symboli relacyjnych T i
zabraniamy u»ywania symboli z T poza stra»nikami. W stra»nikach pozwalamy na u»ycie za-
równo tych symboli, jak i ich przechodniego domkni¦cia, oznaczanego plusem. Podzbiór [GF++]
dopuszczaj¡cy u»ycie jedynie dwóch zmiennych b¦dziemy oznacza¢ przez [GF2++].

Logik¦ ze zªo»eniem de�niujemy analogicznie do [GF++], jednak w stra»nikach pozwalamy
tym razem na u»ywanie zªo»enia relacji z T , oznaczanego, podobnie jak w PDL, ±rednikiem.

Przykªad. Formuªa ∀xy.xRy jest formuª¡ FO2, ale nie nale»y do GF. Formuªa ∀x.P (x) ⇒
∀y.xR+y ⇒ ¬S(y), mówi¡ca, »e z »adnego elementu speªniaj¡cego P nie mo»na doj±¢ relacj¡R do
elementu speªniaj¡cego S, nale»y do [GF2++], ale nie nale»y do GF ani FO. Formuªa ∀xy.xSy ⇒
xR+y nie jest poprawna w »adnym z rozwa»anych j¦zyków. Formuªa ∀xy.xR;R;Ry ⇒ x = y
nale»y do logiki ze zªo»eniem i nie nale»y do »adnej z pozostaªych logik.

2.2 Poj¦cia zwi¡zane z logikami

Dla danej sygnatury Σ mo»emy zde�niowa¢ typy punktów oraz poª¡cze« pojawiaj¡cych si¦ w
modelach nad Σ. Poj¦cie k-typu atomowego jest znane w logice jako maksymalny niesprzeczny
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zbiór formuª atomowych z k zmiennymi. Nas b¦d¡ gªównie interesowaªy relacje unarne i binarne,
wi¦c zde�niujemy sobie te poj¦cia w nieco wygodniejszy sposób. Atomowym 1-typem (zwanym
dalej 1-typem) elementu v z modelu M b¦dziemy nazywali zbiór t takich symboli relacyjnych R,
»e M |= R(x, . . . , x). Atomowym 2-typem (zwanym dalej 2-typem) pary v, w elementów modelu
M nazywamy zbiór t skªadaj¡cy si¦ z par 〈1, tv〉, par 〈2, tw〉, gdzie tv i tw to odpowiednio 1-typy
v i w, oraz par 〈3, R〉 dla symboli relacji binarnych R takich, »e M |= vRw, oraz 〈4, R〉 dla
symboli relacji binarnych R takich, »e M |= wRr. Przyci¦ciem 2-typu t do relacji ze zbioru B
b¦dziemy nazywali zbiór t|B = t ∩ {〈a, b〉|a < 3 ∨ b ∈ B}.

Cz¦sto b¦d¡ nas interesowaªy zarówno nast¦pniki, jak i poprzedniki pewnego elementu wzgl¦-
dem jakiej± relacji. Dla uproszczenia notacji przez T−1 dla danego zbioru T relacji binarnych
lub symboli relacji binarnych b¦dziemy oznacza¢ zbiór {R−1|R ∈ T}.

Dla danej logiki, problem speªnialno±ci formuª w tej logice de�niujemy nast¦puj¡co: dana
formuªa ψ bez zmiennych wolnych, czy istnieje model M taki, »e M |= ψ (model M speªnia ψ)?

2.3 Alternuj¡ce maszyny Turinga

Alternuj¡ce maszyny Turinga to uogólnienie maszyn niedeterministycznych. Stany alternuj¡-
cej maszyny Turinga podzielone s¡ na cztery grupy: stany egzystencjalne (∃), stany uniwersalne
(∀), stany akceptuj¡ce (true) i stany odrzucaj¡ce (false). Stany egzystencjalne i uniwersalne,
z których jest mo»liwe tylko jedno przej±cie, b¦dziemy nazywa¢ stanami deterministycznymi.
Sytuacje, w których alternuj¡ca maszyna M akceptuje, mo»na zde�niowa¢ indukcyjnie � kon�-
guracja maszyny jest akceptuj¡ca, je±li maszyna jest w stanie akceptuj¡cym, je±li jest w stanie
uniwersalnym i ka»da nast¦pna mo»liwa kon�guracja jest akceptuj¡ca lub gdy maszyna jest w
stanie egzystencjalnym i pewna kolejna mo»liwa kon�guracja jest akceptuj¡ca. Maszyna akcep-
tuje sªowo w, je±li kon�guracja skªadaj¡ca si¦ ze stanu pocz¡tkowego i sªowa w na ta±mie jest
akceptuj¡ca. Wi¦cej informacji dotycz¡cych alternuj¡cych maszyn Turinga mo»na znale¹¢ w [6].

2.4 Klasy zªo»ono±ci obliczeniowej

Klasy zªo»ono±ci obliczeniowej pozwalaj¡ na uszeregowanie problemów decyzyjnych wedªug
asymptotycznych czasów ich dziaªania. Dla danej funkcji caªkowitej f przez klas¦ (N)Time(f(n))
oznaczamy klas¦ problemów rozstrzyganych przez (nie)deterministyczn¡ maszyn¦ Turinga w cza-
sie ograniczonym przez f(n), gdzie n jest rozmiarem wej±cia. Podobnie, Aspace(f(n)) oznacza
klas¦ problemów rozstrzygalnych przez alternuj¡c¡ maszyn¦ Turinga w pami¦ci f(n). Niech Poly
b¦dzie zbiorem wszystkich wielomianów. W tej pracy b¦d¡ nas szczególnie interesowa¢ klasy

2(N)Exptime =
⋃

p∈Poly

(N)Time(22p(n)
)

AExpspace =
⋃

p∈Poly

Aspace(2p(n))

oraz znany fakt ([6]):
AExpspace = 2Exptime

2.5 Postaci normalne

De�nicja 2.1. Powiemy, »e formuªa ψ ∈ FO2 jest w postaci normalnej Scotta [17], je±li jest
koniunkcj¡ formuª postaci
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(i) ∃x.ρ(x)

(ii) ∀xy.δ(x, y)

(iii) ∀x.∃y.δ(x, y)

gdzie ρ(x) i δ(x, y) nie zwieraj¡ kwanty�katorów oraz w ψ nie ma symboli relacyjnych o arno±ci
wi¦kszej ni» 2. Powiemy, »e w jest ±wiadkiem dla elementu v, je±li dla pewnej formuªy typu (iii)

zachodzi δ(v, w).

Ka»d¡ formuª¦ FO2 mo»na w wielomianowym czasie przeksztaªci¢ do formuªy w postaci
normalnej Scotta w taki sposób, aby otrzymana formuªa byªa speªnialna wtedy i tylko wtedy,
gdy wyj±ciowa formuªa byªa speªnialna. Co wi¦cej, formuªa po przeksztaªceniu ma modele tej
samej mocy, co formuªa wyj±ciowa. Posta¢ normalna Scotta b¦dzie dla nas szczególnie u»yteczna
ze wzgl¦du na podobie«stwo do postaci normalnej dla [GF2++].

De�nicja 2.2. Powiemy, »e formuªa ψ ∈ [GF2++] jest w postaci normalnej, je±li jest koniunkcj¡
formuª postaci

(i') ∃x.α(x) ∧ ρ(x)

(ii') ∀xy.β(x, y)⇒ δ(x, y)

(iii') ∀x.α(x)⇒ ∃y.β(x, y) ∧ δ(x, y)

gdzie α(x) oraz β(x, y) s¡ poprawnymi stra»nikami, a ρ(x) i δ(x, y) nie zwieraj¡ kwanty�katorów.

Lemat 2.3. Ka»d¡ formuª¦ ϕ j¦zyka [GF2++] nad sygnatur¡ Σ mo»na efektywnie przeksztaªci¢
do zbioru formuª δ j¦zyka [GF2++] nad sygnatur¡ Σ′w postaci normalnej tak, »e

• ϕ jest speªnialna wtedy i tylko wtedy, gdy
∨
δ jest speªnialna

• |δ| = O(2|ϕ|) oraz Σ′ = O(|ϕ|) oraz dla ka»dego ψ ∈ δ zachodzi |ψ| = O(|ϕ| log |ϕ|)

• |δ| mo»e zosta¢ obliczona w wykªadniczym czasie, a ka»da ψ ∈ δ mo»e zosta¢ obliczona w
czasie wielomianowym wzgl¦dem |ϕ|

Dowód tego lematu jest bardzo podobny do dowodu lematu 3.2 z pracy [18] dotycz¡cego ana-
logicznej wªasno±ci dla GFk z relacjami przechodnimi, gdy» w tym dowodzie w »adnym miejscu
nie wnika si¦ w posta¢ stra»ników.

Dodatkowo b¦dziemy zakªada¢, »e koniunkt postaci (i') pojawia si¦ w formule dokªadnie 1
raz. Je±li pojawia si¦ wi¦cej razy, ka»de kolejne wyst¡pienie ∃x.α(x)∧ρ(x) mo»na zast¡pi¢ przez
∀y.y = y ⇒ ∃x.α(x)∧ρ(x), natomiast je±li nie pojawia si¦ wcale oraz nie akceptujemy rozwi¡zania
w postaci modelu nie zawieraj¡cego »adnych elementów, to mo»na doda¢ formuª¦ ∃x.x = x∧>.
Co wi¦cej, u»ywaj¡c techniki zaprezentowanej w [9] mo»na wszystkie predykaty o arno±ci wi¦kszej
ni» 2 zast¡pi¢ predykatami binarnymi, nie wychodz¡c poza nasz¡ posta¢ normaln¡. B¦dziemy
wi¦c dalej zakªada¢, »e w formule wyst¦puj¡ tylko predykaty unarne i binarne.

Analogicznie do przypadku FO2 powiemy, »e w jest ±wiadkiem dla elementu v, je±li dla pewnej
formuªy typu (iii') v speªnia α(v) oraz zachodzi β(v, w) ∧ δ(v, w).
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3 Nierozstrzygalno±¢ zªo»enia

Dowód nierozstrzygalno±ci problemu speªnialno±ci dla wariantu logiki strze»onej ze zªo»eniem
jest implikowany przez wyniki z pracy [13]. Praca ta zawiera równie» dowód, »e ta logika staje si¦
rozstrzygalna, je±li zabronimy u»ywania symbolu równo±ci. My zobaczymy, »e wariant z równo-
±ci¡ nawet z dodatkowymi ograniczeniami ma nierozstrzygalny problem speªnialno±ci. Okazuje
si¦, »e do pokazania nierozstrzygalno±ci zªo»enia wystarczy skªada¢ relacj¦ z sob¡ sam¡. Dla uªa-
twienia b¦dziemy stosowa¢ nast¦puj¡ce oznaczenia: R1 = R oraz Ri+1 = Ri;R. Logik¦, w której
zezwalamy tylko na skªadanie relacji samej ze sob¡, b¦dziemy nazywa¢ GF z pot¦gowaniem.

Twierdzenie 3.1. Problem speªnialno±ci GF2 z pot¦gowaniem jest nierozstrzygalny.

Dowód. Przez GN b¦dziemy oznacza¢ model skªadaj¡cy si¦ ze zbioru wierzchoªków N2 oraz dwóch
relacji: V = {〈〈x, n〉, 〈x, n + 1〉〉|x, n ∈ N} oraz H = {〈〈n, y〉, 〈n + 1, y〉〉|n, y ∈ N}. Model GN
jest nazywany krat¡.

W celu pokazania nierozstrzygalno±ci skorzystamy z poni»szego lematu (sformuªowanego w
nieco wi¦kszej ogólno±ci w [15], na bazie techniki prezentowanej w [5]):

Lemat 3.2. Niech L b¦dzie rozszerzeniem GF2 bez równo±ci. Je±li istnieje formuªa ϕ ∈ L taka,
»e:

(1) GN mo»e zosta¢ rozszerzony do modelu ϕ przez okre±lenie dodatkowych relacji

(2) je±li M |= ϕ, to istnieje homomor�zm z GN w M

to problem speªnialno±ci dla L jest nierozstrzygalny.

Wystarczy zatem zde�niowa¢ tak¡ formuª¦. Sygnatura dla naszej formuªy b¦dzie si¦ skªadaªa
z unarnych symboli Hi,j dla i, j ∈ {1, 2, 3, 4} oraz binarnych R,H, V . Dla uproszczenia notacji
zde�niujmy te» nast¦puj¡ce operacje:

• ⊕ : {1, 2, 3, 4}2 → {1, 2, 3, 4} tak¡, »e i⊕ j = k wtedy i tylko wtedy, gdy i+ j ≡ k (mod 4)

• 	 : {1, 2, 3, 4}2 → {1, 2, 3, 4} tak¡, »e i	 j = k wtedy i tylko wtedy, gdy i− j ≡ k (mod 4)

Niech ϕ b¦dzie koniunkcj¡ nast¦puj¡cych formuª:

(1) istnieje element speªniaj¡cy H1,1

(2) ka»dy element speªnia dokªadnie jeden z predykatów Hi,j

(3) ∀x.Hi,j(x) ⇒ (∃y.xRy ∧ Hi,j⊕1(y)) ∧ (∃y.yRx ∧ Hi⊕1,j(y)) dla 1 ≤ i, j ≤ 4 takich, »e
i+ j jest parzyste (wymusza istnienie odpowiednich nast¦pników i poprzedników dla tych
elementów, które speªniaj¡ Hi,j)

(4) ∀x.Hi,j(x)⇒ (∃y.xRy ∧Hi⊕1,j(y)) ∧ (∃y.yRx ∧ Vi,j⊕1(y)) dla 1 ≤ i, j ≤ 4 takich, »e i+ j
jest nieparzyste

(5) ∀xy.xR;R;R;Ry ⇒
∨

i,j∈{1,2,3,4}(Hi,j(x) ∧ Hi,j(y)) ⇒ x = y (je±li elementy s¡ odlegªe
dokªadnie o 4 i speªniaj¡ t¦ sam¡ relacj¦ Hi,j , to s¡ równe)

(6) formuªy de�niuj¡ce relacje H i V :
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Rysunek 1: Model K formuªy ϕ (dla czytelno±ci nie zaznaczono relacji V i H).

• ∀xy.xRy ⇒ Hi,j(x)⇒ (Hi⊕1,j(y)⇒ H(y, x)) ∧ (Hi,j⊕1(y)⇒ V (x, y)) ∧ (Hi	1,1(y)⇒
H(x, y)) ∧ (H1,j	1(y)⇒ V (y, x)) dla i, j takich, »e i+ j parzyste

• ∀xy.xRy ⇒ Hi,j(x)⇒ (Hi⊕1,j(y)⇒ H(x, y)) ∧ (Hi,j⊕1(y)⇒ V (y, x)) ∧ (Hi	1,1(y)⇒
H(y, x)) ∧ (H1,j	1(y)⇒ V (x, y)) dla i, j takich, »e i+ j nieparzyste

�atwo zauwa»y¢, »e model K z rysunku 1 jest modelem ϕ. Co wi¦cej, dla ka»dego modelu
M formuªy ϕ, istnieje homomor�zm h z K w M, a wi¦c tak»e z GN w M. Dla ustalenia notacji
przyjmijmy, »e lewy dolny róg K nazywamy elementem (0, 0), a element odlegªy od (0, 0) o k
przej±¢ w prawo i l w gór¦ nazywa si¦ (k, l). Zde�niujmy równie» porz¡dek na tych elementach
taki, »e (k, l) ≤ (m,n) ⇔ k + l ≤ m + n. Zauwa»my, »e ten porz¡dek jest dobrze ufundowany,
wi¦c mo»na przeprowadzi¢ indukcj¦ zgodnie z nim.

We¹my dowolny model M formuªy ϕ. Zbudujemy teraz indukcyjnie homomor�zm h jedno-
cze±nie dowodz¡c, »e dla dowolnego (k, l) po ustaleniu warto±ci h((k+ 1, l+ 1)) istnieje w M od-
powiednio poª¡czony (tzn. zgodnie z rysunkiem 1) kwadrat zªo»ony z elementów h((k, l)), h((k+
1, l)), h((k, l+ 1)), h((k+ 1, l+ 1)). Wobec tego, »e w modelu K ka»dy z punktów jest poª¡czony
tylko z punktami odlegªymi o 1, to ta lokalna wªasno±¢ wystarcza, aby h byªo homomor�zmem.

Zauwa»my na pocz¡tek, »e w punkcie 1 wymuszamy istnienie elementu h((0, 0)). We¹my
dowolne k i l. Dla ustalenia uwagi zaªó»my, »e k, l > 0 oraz »e k mod 4 = l mod 4 = 0 (pozostaªe
przypadki s¡ podobne). Z zaªo»enia indukcyjnego wiemy, »e istniej¡ punkty h((k, l)), h((k, l+1))
oraz h((k + 1, l)) takie, »e h((k, l))Rh((k, l + 1)), h((k + 1, l))Rh((k, l)), oraz te punkty maj¡
odpowiednie typy: H2,1(h((k + 1, l))) i H1,2(h((k, l + 1))). Z czªonu 4 dla h((k + 1, l)) wynika,
»e istnieje v1 ∈ M takie, »e H2,2(v1) oraz v1Rh((k + 1, l)), natomiast dla h((k + 1, l)) wynika,
»e istnieje v2 takie, »e H2,2(v2) oraz h((k, l + 1))Rv2. Mamy zatem ±cie»k¦ relacj¡ R: v1, h((k +
1, l)), h((k, l)), h((k, l+ 1)), v2, na której v1 i v2 speªniaj¡ ten sam predykat H2,2 oraz s¡ odlegªe
o 4. Z czªonu 5 dostajemy wi¦c v1 = v2 i ustalamy h((k + 1, l + 1)) = v1.

Pozostaje tylko zauwa»y¢, »e punkt 6 rzeczywi±cie de�niuje odpowiednie poª¡czenia relacjami
V i H.

U»ywaj¡c bardzo podobnej techniki mo»na pokaza¢, »e GF2 ze zªo»eniem, w którym za-
bronimy skªadania relacji samej z sob¡, ma nierozstrzygalny problem speªnialno±ci � wystarczy
zadba¢ o to, by relacje o ró»nych kierunkach i zwrotach miaªy ró»ne nazwy i odpowiednio do-
stosowa¢ do tego wszystkie czªony formuªy ϕ. W analogiczny sposób mo»na równie» wykaza¢,
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»e problem sko«czonej speªnialno±ci dla GF2 ze zªo»eniem jest nierozstrzygalny. Przez problem
sko«czonej speªnialno±ci rozumiemy tu pytanie, czy dana formuªa ma model sko«czony.

4 Wªasno±¢ modelu rozgaª¦zionego dla GF2++

Dowód rozstrzygalno±ci dla [GF2++] bazuje na idei przedstawionej w [18]. Oba dowody
tworz¡ najpierw model o pewnej u»ytecznej wªasno±ci, opieraj¡c si¦ na nast¦puj¡cych pomysªach:

(1) Bierzemy formuª¦ w postaci normalnej i jej model.

(2) Zauwa»amy, »e wystarczy, by w tym modelu mi¦dzy dowolnymi dwoma punktami byªo
poª¡czenie najwy»ej jedn¡ relacj¡ z tych, które s¡ przechodnie/przechodnio domykane.

(3) Wybieramy punkt z tego modelu i od niego zaczynamy budowa¢ nowy model.

(4) Je±li ten punkt jest w jakiej± klice zªo»onej z relacji przechodnich/przechodnio domykanych,
to bierzemy t¦ klik¦, kompresujemy i dodajemy do budowanego modelu.

(5) Je±li element wymaga jeszcze jakich± ±wiadków, to znajdujemy ±cie»k¦ w modelu do tego
±wiadka, kompresujemy j¡ i dodajemy j¡ do modelu.

(6) Rekurencyjnie zapewniamy ±wiadków dla nowododanych elementów.

Warto sobie uzmysªowi¢, dlaczego zajmujemy si¦ klikami. Naszym celem jest stworzenie
modelu, który przypomina drzewo. W logice [GF2++] mo»na napisa¢ formuª¦ ∀x(S(x) ⇒
∀y(xR+y ⇒ S0(y) ⇒ x = y)), która mówi, »e z elementu v speªniaj¡cego S0 nie jest osi¡galny
±cie»k¡ relacj¡ R »aden element ró»ny od v, który speªnia S0. Je±li dodamy do tego formuªy
mówi¡ce, »e ka»dy element speªnia dokªadnie jeden z predykatów S0, . . . , Sn−1, istnieje element
speªniaj¡cy S0, oraz formuªy ∀x.Si(x) ⇒ ∃y.xRy ∧ S(i+1) mod n(y) dla i < n, to otrzymamy
formuª¦, której ka»dy model zawiera cykl dªugo±ci n. Nieco staranniejsze podej±cie pozwala wy-
ra»a¢ nawet cykle dªugo±ci wykªadniczej. W zwi¡zku z tym struktura modelu lokalnie czasem
nie mo»e przypomina¢ drzewa. Okazuje si¦, »e w obu logikach ka»dy taki niedrzewiasty fragment
mo»na w pewnym sensie skompresowa¢ do fragmentu o jedynie wykªadniczym rozmiarze.

Istotne ró»nice mi¦dzy dowodami wyst¦puj¡ w punktach 4 i 5 i wynikaj¡ gªównie z tego, »e
tym razem pojawiaj¡ce si¦ kliki nie s¡ po prostu poª¡czone na zasadzie �ka»dy z ka»dym�, ale
na zasadzie �z ka»dego punktu mo»na doj±¢ do ka»dego�. Jest mo»liwe, »e pomi¦dzy pewnymi
punktami w takiej klice w ogóle nie mo»e by¢ bezpo±redniego poª¡czenia. Dlatego najpierw
przystosujemy technik¦ kompresji klik tak, by pasowaªa do sytuacji, w której otrzymany model
dopiero po przechodnim domkni¦ciu jednej z relacji ma by¢ klik¡. W tym celu wyka»emy pewn¡
wªasno±¢ FO2, która wydaje si¦ by¢ ciekawa sama w sobie.

De�nicja 4.1. Powiemy, »e model M jest dwuspójny wzgl¦dem relacji T , je±li istnieje element
modelu v taki, dla dowolnego elementu modelu w 6= v zachodzi M |= vT+w ∧ wT+v.

Zauwa»my, »e model jest dwuspójny wzgl¦dem relacji T wtedy i tylko wtedy, gdy caªy model
jest klik¡ wzgl¦dem przechodniego domkni¦cia T .

4.1 Wªasno±¢ modelu wykªadniczego dla dwuspójnego FO2

Niech U = {U1, U2, . . . , Uu} b¦dzie zbiorem unarnych symboli relacyjnych, B = {T , B1, B2,
. . . , Bb} � zbiorem binarnych symboli relacyjnych oraz Σ = B ∪U . Ustalmy formuª¦ j¦zyka FO2
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w postaci normalnej Scotta nad sygnatur¡ Σ

ϕ = ∃x.ρ(x) ∧ ∀x∀yφ(x, y) ∧
k∧

i=1

∀x∃yψi(x, y)

tak¡, »e M jest dwuspójnym wzgl¦dem T modelem ϕ o uniwersum M . Poka»emy, »e ten model
mo»emy przebudowa¢ do modelu o rozmiarze wykªadniczym wzgl¦dem |Σ|, nie trac¡c dwuspój-
no±ci.

De�nicje 4.2.

• Elementami królewskimi nazywamy te elementy, które w modelu maj¡ unikalny 1-typ.

• �cie»k¡ relacj¡ R nazywamy ci¡g wierzchoªków v1, v2, . . . , vk taki, »e dla ka»dego i < k
zachodzi M |= viRvi+1.

• �cie»k¦ s, v1, . . . , vn, t nazywamy niekrólewsk¡, je±li »aden z elementów v1, . . . , vn nie jest
królewski.

• Skrótem ±cie»ki s, . . . , vpi, vi, . . . , vj , vnj , . . . , t, na której wierzchoªki vi oraz vj maj¡ takie
same 1-typy, nazywamy ±cie»k¦ s, . . . , vpi, vi, vnj , . . . , t, na której wierzchoªki vi i vnj s¡
poª¡czone dokªadnie tak, jak vj z vnj na skracanej ±cie»ce.

• Powiemy, »e ±cie»ka s jest kompresj¡ ±cie»ki t, je±li s nie ma »adnego skrótu oraz istnieje
ci¡g r1, r2, . . . , rn taki, »e r1 = t, rn = s oraz ri+1 jest skrótem ri dla 1 ≤ i ≤ n.

Zauwa»my, »e je±li sygnatura jest sko«czona, to ka»d¡ ±cie»k¦ mo»na skompresowa¢ do ±cie»ki
o rozmiarze wykªadniczym wzgl¦dem rozmiaru sygnatury.

Lemat 4.3. Niech ϕ b¦dzie formuª¡ FO2 w postaci normalnej Scotta nad sygnatur¡ Σ z wy-
ró»nionym binarnym symbolem relacyjnum T , skªadaj¡c¡ si¦ z k koniunktów tak¡, »e M jest
dwuspójnym wzgl¦dem T modelem tej formuªy. Wtedy formuªa ϕ ma model dwuspójny wzgl¦dem
relacji T o rozmiarze co najwy»ej k · 22|Σ|+5, w którym wyst¦puj¡ wszystkie 1-typy z modelu M.

Dowód lematu. Zbudujemy model M′ o uniwersum M ′ taki, »e |M ′| ≤ k · 22|Σ|+5. Dowód b¦dzie
przebiegaª podobnie do dowodu wªasno±ci modelu wykªadniczego dla FO2, zaprezentowanego w
[9]. Model b¦dzie skªadaª si¦ z nast¦puj¡cych cz¦±ci: paªacu królewskiego Vk, dworu Vd i trzech
miasteczek V1, V2 i V3, tworzonych nast¦puj¡co:

(1) Do paªacu królewskiego wstawiamy wszystkie elementy królewskie z M, zachowuj¡c ich 1-
typy. Je±li »aden element królewski nie speªnia ρ, to dodatkowo paªacu umieszczamy jedn¡
kopi¦ elementu, który w M speªnia ρ. Wszystkie poª¡czenia wewn¡trz paªacu ustalamy
tak, jak w M.

(2) Do dworu wstawiamy w pierwszej kolejno±ci kopie tych elementów, które s¡ ±wiadkami dla
odpowiedników elementów z paªacu w M, wraz z odpowiednimi poª¡czeniami. B¦dziemy
te elementy nazywa¢ rdzennymi dworzanami.

(3) Dla ka»dej niepoª¡czonej relacj¡ T pary (u, v) z paªacu królewskiego, takiej, »e w M jest
niekrólewska ±cie»ka s relacj¡ T z u do v, dodajemy kompresj¦ s do dworu.

(4) Dla ka»dego elementu dworu, z którego nie ma jeszcze ±cie»ki relacj¡ T do »adnego elementu
paªacu, znajdujemy w M ±cie»k¦ t do mo»liwie bliskiego elementu paªacu i, po kompresji,
dodajemy j¡ do dworu. Analogicznie post¦pujemy z elementami, do których nie ma ±cie»ki
od »adnego z elementów paªacu.
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(5) Ustalamy relacje mi¦dzy niepoª¡czonymi elementami dworu zgodnie z tym, jak byªy one
poª¡czone w M. W tym celu dla ka»dej pary wierzchoªków niepoª¡czonych znajdujemy
w M par¦ elementów o tym samym 1-typie i kopiujemy poª¡czenia mi¦dzy nimi do M′.
Zauwa»my, »e takie pary zawsze istniej¡, gdy» wszystkie elementy dworu s¡ wzi¦te z M, a
ponadto je±li jaki± typ elementu w M wyst¦powaª tylko 1 raz, to w M′ te» zostaª dodany
dokªadnie raz.

(6) Budujemy trzy miasteczka. W pierwszej kolejno±ci do ka»dego z miasteczek dodajemy po
k kopii ka»dego niekrólewskiego elementu, który wyst¦puje w M. Te elementy b¦dziemy
zwali rdzennymi mieszczanami.

(7) Dla ka»dego rdzennego mieszczanina v o 1-typie tv znajdujemy w M mo»liwie krótk¡ ±cie»k¦
s1 od elementu tego typu tv do paªacu królewskiego w M oraz mo»liwie krótk¡ ±cie»k¦ s2

z paªacu do elementu typu tv i dodajemy kompresj¦ s1 oraz kompresj¦ s2 do miasteczka,
z którego v pochodzi, zamieniaj¡c skrajne elementy ±cie»ki odpowiednio na element v i
element z paªacu.

(8) Zapewniamy niekrólewskich ±wiadków wszystkim elementom: dla elementów z Vd oraz
V3 znadujemy ±wiadków w V1, dla elementów z V1 w V2, za± dla elementów z V2 w V3.
�wiadków tworzymy kopiuj¡c odpowiednie poª¡czenia z oryginalnego modelu. Zauwa»my,
»e element mo»e »¡da¢ najwy»ej k ró»nych ±wiadków, wi¦c k kopii ka»dego niekrólewskiego
1-typu wystarczy.

(9) Dla tych par elementów, mi¦dzy którymi poª¡czenia nie byªy jeszcze ustalane, znajdujemy
w M punkty o tych samych typach i kopiujemy poª¡czenie mi¦dzy nimi do nowego modelu.

W ten sposób zostaª zde�niowany caªy model M′. Zauwa»my, »e |Vk| ≤ 2|Σ|, |Vd| ≤ (1 + 2 ·
2|Σ|)k|Vk| oraz |Vi| ≤ (1 + 2 · 2|Σ|)k2|Σ| dla i ∈ {1, 2, 3}, zatem |M | = O(k · 2|Σ|). Zauwa»my
ponadto, »e:

• Formuªa ∃xρ(x) jest speªniona, gdy» element speªniaj¡cy t¦ formuª¦ zostaª jawnie dodany
w 1. kroku.

• Wszystkie 1-typy oraz 2-typy z M′ wyst¦puj¡ równie» w M, ponadto elementy królewskie
pozostaj¡ królewskimi (nie dodali±my »adnego elementu królewskiego poza paªacem dzi¦ki
temu, »e wybierali±my zawsze ±cie»ki do najbli»szego elementu z paªacu), wi¦c formuªa φ
jest speªniona.

• Ka»dy element posiada wszystkich potrzebnych ±wiadków, wi¦c wszystkie formuªy ψj s¡
speªnione w M′.

• Paªac królewski tworzy dwuspójn¡ skªadow¡ wzgl¦dem T .

• Ka»dy rdzenny dworzanin oraz mieszczanin jest osi¡galny z paªacu relacj¡ T oraz mo»na
z niego osi¡gn¡¢ paªac relacj¡ T � odpowiednie ±cie»ki zostaªy dodane w krokach 4 i 7.

• Ka»dy nierdzenny dworzanin oraz mieszczanin jest osi¡galny z paªacu relacj¡ T oraz mo»na
z niego osi¡gn¡¢ paªac relacj¡ T , gdy» znajduje si¦ on na ±cie»ce relacj¡ T z pewnego
rdzennego elementu do paªacu lub z paªacu do rdzennego elementu.

Zatem model speªnia formuª¦ ϕ, paªac tworzy dwuspójn¡ skªadow¡ i dla ka»dego elementu
istniej¡ ±cie»ki od niego do paªacu i z paªacu do niego, wi¦c otrzymany model jest dwuspójny
wzgl¦dem relacji T . Wprost z konstrukcji wynika, »e w otrzymanym modelu s¡ zrealizowane
wszystkie 1-typy, które byªy zrealizowane w M.
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Dokªadne szacowanie rozmiaru modelu w lemacie byªo potrzebne, aby w algorytmie, który
powstanie pó¹niej, móc ograniczy¢ rozmiar tworzonych klik. Dla formuª, które nie s¡ w postaci
normalnej Scotta, dokªadna liczba b¦dzie zale»aªa od technicznych detali przekªadu do postaci
normalnej, jednak dla wielomianowego przekªadu pozostanie ona wykªadnicza wzgl¦dem sygna-
tury. Mo»emy wi¦c sformuªowa¢ ogólne twierdzenie.

Twierdzenie 4.4. Niech ϕ b¦dzie formuª¡ FO2 nad sygnatur¡ Σ z wyró»nion¡ relacj¡ binarn¡
T tak¡, »e M jest dwuspójnym wzgl¦dem T modelem tej formuªy. Wtedy formuªa ϕ ma model
dwuspójny wzgl¦dem relacji T o rozmiarze wykªadniczym wzgl¦dem |Σ|.

4.2 Konstrukcja modelu rozgaª¦zionego dla [GF2++]

We¹my dowoln¡ formuª¦ ϕ = ∃x.ρ(x) ∧
∧j

i=1 ∀xy.δi(x, y) ∧
∧k

i=1 ∀x.αi(x) ⇒ ∃y.ψi(x, y) w
postaci normalnej nale»¡c¡ do j¦zyka [GF2++]. Niech U b¦dzie zbiorem unarnych symboli relacji
wyst¦puj¡cych w ϕ, B oraz T = {T1, . . . , Tn} b¦d¡ zbiorami symboli relacji binarnych z ϕ takimi,
»e wszystkie relacje przechodnio domykane w ϕ nale»¡ do T , natomiast pozostaªe nale»¡ do B.
Przez Σ = U ∪B ∪ T b¦dziemy oznacza¢ sygnatur¦ ϕ.

Zde�niujemy na pocz¡tek pewne wªasno±ci poª¡cze« mi¦dzy elementami.

De�nicje 4.5.

• Niech t b¦dzie wªa±ciwym 2-typem. Powiemy, »e t jest k-pozytywny, gdy istnieje dokªadnie
k ró»nych relacji R nale»¡cych do zbioru T takich, »e dla pary x, y o 2-typie t w dowolnym
modelu zachodzi xRy ∨ yRx.

• Powiemy, »e model jest 1-pozytywny, gdy ka»dy 2-typ wyst¦puj¡cy w tym modelu jest
1-pozytywny lub 0-pozytywny.

• Obci¦ciem 2-typu t do relacji R ∈ T nazywamy 2-typ, który jest zgodny z t na relacjach
S ∈ {R} ∪ U ∪ B i w którym dla »adnej relacji S ∈ T \ {R} nie zachodzi 〈3, S〉 ∈ t ani
〈4, S〉 ∈ t.

• Rozszerzonym 1-typem elementu v b¦dziemy nazywa¢ zbiór skªadaj¡cy si¦ z 1-typu tego
elementu oraz par 〈R, t〉, takich, »e R ∈ T ∪ T−1 oraz dla pewnego w 6= v o 1-typie t
zachodzi vR+w.

Oczywi±cie ka»dy obci¦ty 2-typ jest co najwy»ej 1-pozytywny. Tworzony przez nas model
b¦dzie si¦ skªadaª z samych obci¦tych 2-typów, wi¦c b¦dzie 1-pozytywny.

Aby panowa¢ nad sytuacj¡, w której mi¦dzy pewnymi punktami mamy poª¡czenia w obie
strony, wprowad¹my poj¦cie kliki i podstawowe operacje na niej.

De�nicje 4.6.

• R+-klik¡ w modelu M nazywamy podzbiór M elementów modelu M taki, »e dla ka»dych
v, w ∈M zachodzi M |= vR+w.

• Przez R+-klika(v) oznaczamy najwi¦ksz¡ R+-klik¦ zawieraj¡c¡ v.

• �cie»k¡ R+-klik nazywamy ci¡g 〈C1, v
in
1 , v

out
1 〉, 〈C2, v

in
2 , v

out
2 〉, . . . , 〈Ck, v

in
k , v

out
k 〉 taki, »e dla

ka»dego 1 ≤ i ≤ k Ci jest maksymaln¡ R+-klik¡, do której nale»¡ wierzchoªki vin
i i vout

i ,
oraz dla i < k wierzchoªek vout

i jest poª¡czony relacj¡ R z vin
i+1.
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• Powiemy, »e wierzchoªek v jest odlegªy od w o m klik, je±li najkrótsza ±cie»ka klik z pewnej
kliki zawieraj¡cej v do pewnej kliki zawieraj¡cej w ma dªugo±¢ m.

• Skrótem ±cie»ki R+-klik 〈C1, v
in
1 , v

out
1 〉, . . . , 〈Cz, v

in
z , v

out
z 〉, 〈Cp, v

in
p , v

out
p 〉, . . . , 〈Cd, v

in
d , v

out
d 〉,

. . . na której wierzchoªki vin
p oraz vin

d maj¡ takie same 1-typy, nazywamy ±cie»k¦
〈C1, v

in
1 , v

out
1 〉, . . . , 〈Cz, v

in
z , v

out
z 〉, 〈Cd, v

in
d , v

out
d 〉, . . .

• Kompresj¡ ±cie»ki R+-klik s nazywamy dowoln¡ minimaln¡ ±cie»k¦ powstaj¡c¡ przez ite-
rowanie operacji skracania ±cie»ki s.

Zauwa»my, »e dla dowolnej relacji R ∈ T pojedynczy wierzchoªek tworzy R+-klik¦.

Zde�niujemy teraz pewn¡ operacj¦ na gra�e, która pozwoli nam zde�niowa¢ drzewiasty cha-
rakter modelu. Intuicyjnie, spªaszczenie modelu polega na zast¡pieniu ka»dej kliki pojedynczym
wierzchoªkiem oraz poª¡czeniu wierzchoªków odpowiadaj¡cych tym klikom, które miaªy wspólny
wierzchoªek, byªy poª¡czone pewn¡ relacj¡ z T lub byªy poª¡czone pewn¡ relacj¡ z B, a nie byªy
poª¡czone przechodnim domkni¦ciem »adnej relacji z T . Formalna de�nicja jest do±¢ techniczna.

De�nicja 4.7. Powiemy, »e nieskierowany graf G = 〈V,E〉 jest spªaszczeniem modelu M z
korzeniem K, je±li

• V = {R+-klika(w)|R ∈ T ∧ w ∈M}, czyli ka»dy wierzchoªek odpowiada jednej klice z M

• E =
⋃∞

i=1 Y
i({K,K}) \ {K,K}, gdzie Y (E) jest zbiorem zawieraj¡cym E oraz takie

kraw¦dzie {T+
i -klika(w), T+

j -klika(w′)}, »e T+
i -klika(w) nale»y do pewnej kraw¦dzi z E,

T+
j -klika(w′) nie nale»y do »adnej kraw¦dzi z E oraz zachodzi jedna z trzech okoliczno±ci:

� w = w′

� dla pewnej S ∈ T ∪ T−1 w M zachodzi wSw′

� dla pewnej relacji S ∈ B∪B−1 w M zachodzi wBw′ oraz dla »adnej relacji S ∈ T∪T−1

nie zachodzi wT+w′

Intuicyjnie, operator Y do utworzonej ju» spójnej skªadowej grafu dodaje s¡siaduj¡ce z
ni¡ kliki, które nie s¡ jeszcze w tej skªadowej. Operacja zaczyna si¦ od wierzchoªka K.
Ze wzgl¦du na to, »e model mo»e by¢ niesko«czony, zbiór kraw¦dzi G wyra»amy jako
niesko«czon¡ sum¦ kraw¦dzi dodawanych w kolejnych krokach.

Wprowadzimy teraz pewn¡ wªasno±¢ modelu, która pozwoli na ªatwe panowanie nad struktur¡
modelu przez algorytm rozstrzygaj¡cy problem speªnialno±ci.

De�nicja 4.8. Powiemy, »e model M formuªy ϕ jest r-rozgaª¦ziony, je»eli

(1) M jest 1-pozytywny.

(2) Rozmiar ka»dej R+-kliki w M dla R ∈ T jest ograniczony przez r.

(3) Spªaszczenie M o dowolnym korzeniu jest drzewem (by¢ mo»e niesko«czonym).

Twierdzenie 4.9. Je±li ϕ ma model, to ma model r-rozgaª¦ziony dla r = |ϕ| · 22|Σ|+5, w którym
ka»dy element ma wszystkich potrzebnych ±wiadków odlegªych o co najwy»ej 2Σ klik.
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Dowód. Niech M b¦dzie modelem ϕ. Na podstawie M utworzymy |ϕ| · 22|Σ|+5-rozgaª¦ziony
model M′. Równocze±nie b¦dziemy tworzy¢ funkcj¦ from, która ka»demu wierzchoªkowi M′

b¦dzie przyporz¡dkowywaªa element M, z którego ten wierzchoªek powstaª.

Na pocz¡tku z modelu M wybieramy punkt r, który speªnia ρ, i dodajemy jego kopi¦ v do
zbioru wierzchoªków M′, ustalaj¡c from(v) = r. Nast¦pnie dla tego wierzchoªka wykonujemy
nast¦puj¡ce operacje:

(1) Kopiujemy z M kliki, w których wyst¦puje from(v). W tym celu znajdujemy w M punkt
t = from(v), a nast¦pnie dla ka»dej relacji R ∈ T sprawdzamy, czy v znajduje si¦ ju»
wewn¡trz R+-kliki o rozmiarze co najmniej 2. Je±li nie, to wybieramy z modelu M maksy-
malny zbiór wierzchoªkówH zawieraj¡cy t oraz b¦d¡cy R+-klik¡ i przycinamy 2-typy w nim
wyst¦puj¡ce do relacji R. Otrzymany podmodel tworzy dwuspójn¡ wzgl¦dem R skªadow¡.
Je±li ta skªadowa ma wi¦cej ni» 1 element, to korzystaj¡c z metody przedstawionej w roz-
dziale 4.1 dla formuªy ∃x.>∧

∧j
i=1 ∀xy.δ′i(x, y) przeksztaªcamy t¦ skªadow¡ do grafu H ′ o

wykªadniczym rozmiarze, gdzie formuªy δ′i powstaj¡ przez zamian¦ wszystkich stra»ników
xR+y na > (bo model i tak ma by¢ R-dwuspójny) oraz usuni¦cie wszystkich koniunktów
zawieraj¡cych xS+y dla S ∈ T \ {R} (gdy» usun¦li±my z tej skªadowej wszystkie inne
relacje z T ). Nast¦pnie z H ′ wybieramy wierzchoªek w o 1-typie takim, jak v, i doª¡czamy
H ′ do modelu M′ poprzez uto»samienie v z w. Na koniec dla ka»dego wierzchoªka r′ 6= w
z H ′ znajdujemy w H wierzchoªek r o tym samym 1-typie i ustalamy from(r′) = r.

(2) Zapewniamy potrzebnych ±wiadków dla v. W tym celu dla ka»dej formuªy ψi = γi ∧ δi,
gdzie γi jest stra»nikiem, punkt v speªnia αi oraz która jeszcze nie jest speªniona w M′,
wybieramy z modelu M punkt w, który jest ±wiadkiem dla from(v). Zauwa»my, »e w nie
le»y w jednej klice z from(v). Nast¦pnie:

(a) Je±li γi = xRy lub γi = yRx dla pewnego R ∈ B ∪ T , to doª¡czamy kopi¦ w′ punktu
w do modelu M′ i ustalamy poª¡czenia mi¦dzy v i w′ takie, jakie byªy w M, ale po
obci¦ciu do R. Ponadto ustalamy from(w) = w′.

(b) Je±li γi = xR+y lub γi = yR+x dla pewnego R ∈ T , to wybierzemy z M caª¡ ±cie»k¦
±wiadcz¡c¡ o speªnieniu tej formuªy wraz z pojawiaj¡cymi si¦ na niej R+-klikami.
Skupmy si¦ najpierw na sytuacji, gdy γi = xR+y.

Z modelu M wybieramy najkrótsz¡ ±cie»k¦ R+-klik z R+-klika(t) do R+-klika(w),
przycinamy wszystkie 2-typy wyst¦puj¡ce na niej do R, a nast¦pnie kompresujemy
t¦ ±cie»k¦ otrzymuj¡c ±cie»k¦ 〈R+-klika(t), t, tout〉, 〈C1, v

in
1 , v

out
1 〉, . . . , 〈Ck, v

in
k , v

out
k 〉, w

której Ck = R+-klika(w) oraz vout
k = w.

Ka»d¡ z klik Ci kompresujemy do kliki C ′i tak, jak w punkcie 1, otrzymuj¡c kliki,
w których punkty v′ini i v′out

i maj¡ odpowiednio takie 1-typy, jak vin
i i vout

i . W R+-
klika(v) znajdujemy wierzchoªek vout o tym samym 1-typie, co tout. Do modelu M′

dodajemy ±cie»k¦ 〈C ′1, v′in1 , v′
out
1 〉, . . . , 〈C ′k, v′

in
k , v

′out
k 〉 oraz ustalamy poª¡czenia mi¦-

dzy vout oraz v′in1 takie, jakie byªy mi¦dzy tout a v′in1 . Przykªadowe przeksztaªcenie
±cie»ek mo»na zobaczy¢ na rysunku 2.

Pozostaje ustali¢ warto±ci dla funkcji from. Dla ka»dego i ustalamy from(v′ini ) = vin
i

oraz from(v′out
i ) = vout

i , a ponadto dla ka»dego wierzchoªka r′ ∈ C ′i, dla którego
funkcja from nie zostaªa jeszcze ustalona, znajdujemy w Ci wierzchoªek r o tym
samym 1-typie i ustalamy from(r′) = r.

W przypadku, gdy formuªa jest postaci γi = yR+x, wystarczy powtórzy¢ rozumowanie
dla R−1.

(3) �¡czymy punkty w modelu M′ relacjami z B tak, jak byªy poª¡czone ich odpowiedniki w
M. W tym celu bierzemy z modelu dwa punkty v, w oraz:
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Rysunek 2: Przykªadowe przeksztaªcenie ±cie»ki R+-klik � dla czytelno±ci pomini¦to pozostaªe
elementy klik oraz poª¡czenia relacjami innymi ni» R.

(a) Je±li te punkty s¡ poª¡czone pewn¡ relacj¡ R+ dla R ∈ T i zachodzi vR+w∧wR+v, to
znaczy, »e te elementy s¡ jednej klice, zatem poª¡czenia mi¦dzy nimi s¡ ju» ustalone.

(b) Je±li te dwa punkty s¡ poª¡czone pewn¡ relacj¡ R+ dla R ∈ T , poª¡czenie nie jest
symetryczne (dla ustalenia uwagi zaªó»my, »e zachodzi vR+w ∧¬wR+v) i poª¡czenia
mi¦dzy tymi punktami nie s¡ jeszcze ustalone, to znajdujemy w M punkt w′ taki, »e
w M jest ±cie»ka relacj¡ R z from(v) do w′ oraz w′ ma taki sam 1-typ, co w. Taki
punkt istnieje, gdy» 1-typ w nale»y do zbioru widocznych 1-typów wzgl¦dem relacji
R zapisanego w rozszerzonym 1-typie from(v) (patrz obserwacja 4.10). Dodajemy
poª¡czenia ze zbioru B mi¦dzy v i w zgodnie z tym, jakie relacje s¡ mi¦dzy from(v)
i w′.

(c) Je±li te dwa punkty nie s¡ poª¡czone »adnym przechodnim domkni¦ciem relacji z T ,
to albo s¡ poª¡czone jak¡± relacj¡ z B i wszystkie poª¡czenia mi¦dzy nimi zostaªy ju»
ustalone, albo w ogóle nie s¡ poª¡czone � wtedy pozostawiamy te punkty niepoª¡czone.

(4) Powtarzamy kroki 1-4 dla nowododanych elementów.

W ten sposób tworzy si¦ przeliczalny model formuªy ϕ. Przykªadowy fragment dziaªania
powy»szego algorytmu mo»na zobaczy¢ na rysunku 3. Aby si¦ przekona¢ o poprawno±ci zbudo-
wanego modelu zauwa»my najpierw, »e formuªa ρ jest speªniona, bo jawnie dodali±my do modelu
punkt, który j¡ speªnia. �atwo równie» zauwa»y¢, »e w trakcie konstrukcji ka»demu punktowi za-
pewniamy wprost wszystkich potrzebnych ±wiadków, wi¦c wszystkie formuªy dotycz¡ce ±wiadków
s¡ speªnione. Zauwa»my równie», »e:

Obserwacja 4.10. Rozszerzony 1-typ ka»dego punktu v tworzonego modelu jest podzbiorem (by¢
mo»e niewªa±ciwym) rozszerzonego 1-typu from(v). W szczególno±ci 1-typ v jest identyczny z
1-typem punktu from(v).
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Rysunek 3: Pojedyncza tura tworzenia modelu rozgaª¦zionego. Kolejne etapy to: dodanie klik
zawieraj¡cych v (podpunkt 1), dodanie ±wiadków bezpo±rednich (podpunkt 2a), dodanie ±cie»ek
klik (podpunkt 2b) oraz dodanie brakuj¡cych poª¡cze« (podpunkt 3b).

Oczywi±cie warto±ci funkcji from w ka»dym kroku dziaªania algorytmu byªy ustalane tak, by
1-typ ka»dego wierzchoªka v byª identyczny z 1-typem from(v). Mniej oczywist¡ cz¦±ci¡ jest to,
»e dla ka»dego wierzchoªka w o 1-typie tw i ka»dej relacji R ∈ T ∪ T−1 takich, »e M′ |= vR+w,
para 〈R, tw〉 nale»y do rozszerzonego 1-typu from(v). Aby si¦ o tym przekona¢, nale»y przyjrze¢
si¦ krokom 1 i 2 budowania modelu i zauwa»y¢, »e ilekro¢ dodajemy jaki± wierzchoªek osi¡galny
z v relacj¡ R, to bierzemy pod uwag¦ albo rozszerzony 1-typ from(v), albo rozszerzony typ
jakiego± wierzchoªka, który jest osi¡galny z from(v) relacj¡ R. To znaczy, »e 1-typ dodanego
wierzchoªka jest zapisany w rozszerzonym 1-typie from(v).

Obserwacja 4.11. Przypu±¢my, »e para elementów v, w modelu M o 2-typie t speªnia dla
pewnego i formuª¦ δi(x, y) = γ(x, y) ⇒ ε(x, y) oraz stra»nika γ(x, y). Je±li 2-typ t′ pary v′, w′

jest podzbiorem t oraz t|B∪U = t′|B∪U , to M |= ε(w′, v′), a zatem równie» M |= δi(v′, w′).

Prawdziwo±¢ tej obserwacji wynika z faktu, »e symbole relacyjne z T nie mog¡ pojawia¢
si¦ poza stra»nikami. Pozostaje tylko si¦ przekona¢, »e formuªy δi(x, y) s¡ te» speªnione dla
dowolnych x, y.

We¹my dowoln¡ par¦ punktów v, w z modelu M′ i formuª¦ δi :

• Je±li w i v le»¡ w tej samej klice, to speªniaj¡ wszystkie δi na mocy poprawno±ci konstrukcji
z rozdziaªu 4.1.

• Je±li nie zachodzi poprzedni punkt oraz δi(x, y) jest postaci xRy ⇒ ε(x, y) lub yRx ⇒
ε(x, y) dla R ∈ T ∪ B oraz pewnego ε, a ponadto M |= vRw (przypadek, gdy M |= wRv,
jest symetryczny), to albo poª¡czenie z v do w relacj¡ R zostaªo ustalone w punkcie 2,
albo w punkcie 3. W obu przypadkach 2-typ tej pary jest podzbiorem pewnego 2-typu
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Rysunek 4: Przykªad drzewa (oznaczonego czarnym kolorem) powstaj¡cego na bazie modelu
(oznaczonego kolorem szarym). Dla czytelno±ci pomini¦to niektóre kliki jednoelementowe.

wyst¦puj¡cego w modelu M, nie zawieraj¡cym by¢ mo»e pewnych relacji z T , wi¦c na
mocy obserwacji 4.11 ta para speªnia δi.

• Je±li nie zachodzi »aden z wcze±niejszych punktów oraz δi(x, y) jest postaci xR+y ⇒ ε(x, y)
lub yR+x⇒ ε(x, y) dla R ∈ T i pewnego ε, oraz zachodzi M |= vR+w lub M |= wR+v, to
zachodzi jedna z poni»szych sytuacji:

� v i w s¡ poª¡czone bezpo±rednio. Oznacza to, »e zostaªy poª¡czone albo w punkcie
2a, albo w punkcie 2b i s¡ w jednej ±cie»ce klik. Wtedy poª¡czenie mi¦dzy nimi jest
skopiowane z M, by¢ mo»e bez pewnych poª¡cze« z T , wi¦c na mocy obserwacji 4.11
speªnia δi.

� v i w nie s¡ poª¡czone bezpo±rednio i poª¡czenie mi¦dzy nimi powstaªo w punkcie
2a. Oznacza to, »e mi¦dzy tymi punktami ustalili±my poª¡czenie w punkcie 3b na
podstawie pewnej pary punktów poª¡czonych relacj¡ R+, usuwaj¡c by¢ mo»e niektóre
poª¡czenia relacjami z T . Na mocy obserwacji 4.11 speªnia δi.

� v i w nie s¡ poª¡czone bezpo±rednio i poª¡czenie mi¦dzy nimi powstaªo w punkcie 2b.
To znaczy, »e albo te punkty s¡ na jednej ±cie»ce klik, albo tylko jeden z punktów
zostaª doª¡czony i poª¡czenie mi¦dzy v i w zostaªo ustalone w 3b. W obu przypadkach
poª¡czenie jest skopiowane z M na podstawie pewnej pary punktów poª¡czonych re-
lacj¡ R+, usuwaj¡c by¢ mo»e niektóre poª¡czenia relacjami z T . Na mocy obserwacji
4.11 speªnia δi.

Pozostaje zauwa»y¢, »e otrzymany model jest rzeczywi±cie |ϕ| · 22|Σ|+5-rozgaª¦ziony. Za-
uwa»my, »e ten model jest 1-pozytywny, gdy» ka»dy 2-typ w modelu jest obci¦ciem pewnego
2-typu z M. Ponadto ka»da R+-klika dla R ∈ T zostaªa utworzona metod¡ z rozdziaªu 4.1, wi¦c
ma co najwy»ej |ϕ| · 22|Σ|+5 (gdy» liczb¦ koniunktów mo»na szacowa¢ z góry przez dªugo±¢ for-
muªy). Aby si¦ przekona¢, »e spªaszczenie M′ jest drzewem, zauwa»my, »e dla wszystkich parami
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ró»nych a, b, c oraz ró»nych R,S ∈ T takich, »e c ∈ R-klika(a) oraz b ∈ S-klika(a) 2-typ pary
b, c jest 0-pozytywny, gdy» w trakcie konstrukcji w »adnym etapie nie ª¡czymy takich punktów.
Ponadto relacje z T oraz relacje z B mi¦dzy elementami niepoª¡czonymi »adnym przechodnim
domkni¦ciem s¡ w ka»dym kroku tworzenia algorytmu dodawane tylko mi¦dzy takimi klikami, z
których przynajmniej jedna zostaªa wªa±nie dodana, a w dodatku dodawane jest najwy»ej jedno
poª¡cznie relacj¡ z T mi¦dzy ró»nymi klikami. Przykªad mo»na zobaczy¢ na rysunku 4

Wniosek 4.12. Ka»da speªnialna formuªa j¦zyka [GF2++] ma przeliczalny model.

5 Uj¦cie algorytmiczne

5.1 Opis algorytmu

Na mocy twierdzenia z rozdziaªu 4.2 ka»da speªnialna formuªa rachunku [GF2++] ma model
rozgaª¦ziony. Algorytm rozstrzygaj¡cy mo»e zatem dziaªa¢ nast¦puj¡co: zgadnij element po-
cz¡tkowy, wszystkie kliki, w których on si¦ znajduje, oraz ±cie»ki klik do elementów b¦d¡cych
±wiadkami dla elementu pocz¡tkowego. Nast¦pnie powtarzaj te czynno±ci dla nowododanych
elementów tak dªugo, a» rozszerzone 1-typy wszystkich dodawanych elementów b¦d¡ si¦ po-
wtarzaªy. Takie podej±cie daje jednak algorytm w 2NExptime, dlatego skupimy si¦ na nieco
bardziej skomplikowanej wersji tego algorytmu, która poprawia jego zªo»ono±¢ do 2Exptime.

Aby ªatwo kontrolowa¢ powstaj¡ce elementy modelu, b¦dziemy si¦ posªugiwa¢ trzema poj¦-
ciami:

• 1-typem, zde�niowanym tak, jak we wcze±niejszych rozdziaªach

• peªnym 1-typem, który oprócz informacji z 1-typu zawiera informacj¦ o 1-typach bezpo-
±rednich nast¦pników relacjami, które nie s¡ przechodnio domykane, oraz dla ka»dej relacji
przechodnio domykanej R informacj¦ o 1-typach punktów osi¡galnych ±cie»k¡ relacj¡ R, a
tak»e informacj¦ o 1-typach punktów osi¡galnych ±cie»k¡ relacj¡ R−1, przy czym pomijamy
punkty, które s¡ w jednej klice z rozwa»anym punktem

• typem kliki, skªadaj¡cym si¦ z rozmiaru kliki, peªnych 1-typów wszystkich punktów kliki,
informacji o poª¡czeniach mi¦dzy tymi elementami oraz funkcji obietnica, która dla da-
nego 1-typu t oraz liczby b ∈ {−1, 1}, oznaczaj¡cej, czy my±limy o nast¦pnikach, czy o
poprzednikach, zwraca dªugo±¢ ±cie»ki (Rb)+-klik z bie»¡cej kliki do pewnej kliki zawiera-
j¡cej element typu t

Typ kliki opisuje dokªadnie wszystkie lokalne wªasno±ci kliki, wi¦c dla uproszczenia w tym pod-
rozdziale b¦dziemy go uto»samia¢ z klik¡ opisywan¡ przez ten typ.

Algorytm zaczyna od zgadni¦cia typu kliki pocz¡tkowej K. Nast¦pnie sprawdza, czy lokalnie
wszystko si¦ w niej zgadza, to znaczy czy poª¡czenia mi¦dzy punktami w klice nie prowadz¡
do niespeªnienia formuªy, czy wszystkich nast¦pników zapisanych w peªnych 1-typach punktów
mo»na odpowiednio poª¡czy¢ z punktami bie»¡cej kliki, czy w klice istnieje punkt, który ma w
nast¦pnikach typ zapewniany przez funkcj¦ obietnica oraz czy elementy kliki maj¡ zgodne 1-typy.

W kolejnym etapie algorytm zapewnia wszystkim elementom kliki bezpo±rednich ±wiadków,
by¢ mo»e zgaduj¡c nowe typy klik i poª¡czenia z niektórych punktów zgadni¦tych klik do K.
Algorytm sprawdza, czy nowe kliki s¡ poprawne. Nast¦pnie dla ka»dej R+-kliki K ′ i poª¡czonej
relacj¡ R z wcze±niejsz¡ klik¡ sprawdza, czy 1-typy wszystkich elementów z K ′ s¡ zapisane w
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peªnych 1-typach elementów z K tak, aby mie¢ pewno±¢, »e da si¦ te elementy poª¡czy¢ relacjami
binarnymi w taki sposób, aby zapewni¢ speªnienie badanej formuªy. Ponadto algorytm dba o
to, by zbiory 1-typów osi¡galnych relacj¡ R z K ′ byªy podzbiorami zbiorów osi¡galnych R z
punktów K i odwrotnie. Nast¦pnie algorytm sprawdza, czy informacja zapisana w typie K (w
tym funkcja obietnica) oraz zgadni¦te kliki gwarantuj¡ zapewnienie wszystkich ±wiadków dla
punktów z kliki.

Nast¦pnie algorytm zgaduje typy klik, które s¡ na ±cie»ce do klik zawieraj¡cych punkty
o 1-typie zapisanym w funkcji obietnica z K. Dla ªatwiejszego panowania nad zale»no±ciami
algorytm b¦dzie zgadywaª tylko pierwszy element tej ±cie»ki i sprawdzaª, czy zgadni¦ta klika
ma odpowiednio mniejsz¡ warto±¢ funkcji obietnica lub realizuje dany 1-typ. Oczywi±cie dla
tych klik algorytm równie» sprawdza, czy s¡ poprawne oraz czy ich peªne 1-typy s¡ zgodne z
informacjami z K.

Je±li wszystko si¦ zgadza, to rekurencyjnie wywoªujemy algorytm dla wszystkich dodanych
klik. Gdy wykonamy dostatecznie du»o operacji (podwójnie wykªadniczo), to mamy gwarancj¦,
»e jaki± typ kliki si¦ powtórzyª i algorytm ko«czy dziaªanie.

5.2 Algorytm

Podobnie jak we wcze±niejszym rozdziale, we¹my z j¦zyka [GF2++] dowoln¡ formuª¦ w postaci
normalnej: ϕ = ∃x.ρ(x) ∧

∧j
i=1 ∀xy.δi(x, y) ∧

∧k
i=1 ∀x.αi(x) ⇒ ∃y.ψi(x, y). Niech U b¦dzie

zbiorem symboli relacji unarnych wyst¦puj¡cych w ϕ, B oraz T = {T1, . . . } b¦d¡ zbiorami
symboli relacji binarnych z ϕ takimi, »e wszystkie relacje przechodnio domykane w ϕ nale»¡ do
T , natomiast pozostaªe do B. Niech Σ = U ∪ B ∪ T . Dla ªatwiejszego szacowania zaªo»ymy, »e
|Σ| ≥ 3.

Zauwa»my, »e mo»liwych 1-typów w modelu jest m = 2|Σ|. Uzupeªnimy teraz de�nicj¦
rozszerzonego 1-typu tak, aby zawieraª on wszystkie informacje potrzebne algorytmowi podczas
dziaªania:

De�nicja 5.1. Peªnym 1-typem elementu v modelu M b¦dziemy nazywa¢ zbiór skªadaj¡cy si¦
z 1-typu tego elementu oraz nast¦puj¡cych krotek:

• 〈R+, t〉 takich, »e R ∈ T ∪ T−1 oraz dla pewnego w 6= v o 1-typie t zachodzi M |= vR+w
oraz nie zachodzi M |= wR+v

• 〈R, t〉 takich, »e R ∈ B ∪ T ∪ (B ∪ T )−1 oraz dla pewnego w o 1-typie t takiego, »e w nie
jest z v w »adnej klice, zachodzi M |= vRw

Zauwa»my, »e aby zapami¦ta¢ peªen 1-typ elementu, wystarczy 2|T |·m+2(|T |+|B|)·m bitów,
co mo»na oszacowa¢ z góry przez 4 · |ϕ| · 2|ϕ|, czyli wystarcza wykªadnicza pami¦¢. Algorytm
b¦dzie pracowaª na klikach, dlatego zde�niujemy te» typ kliki:

De�nicja 5.2. Typem R+-kliki rozmiaru n w modelu M nazywamy zbiór skªadaj¡cy si¦ z
nast¦puj¡cych elementów:

• rozmiar - rozmiaru kliki

• relacja - nazwy relacji R

• specjalny ∈ {0, . . . , n} � wyró»nionego wierzchoªka, przy czym je±li specjalny = 0, to
»aden wierzchoªek nie jest wyró»niony
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• funkcji 1typy : {1, . . . , n} → {t | t jest peªnym 1-typem}, zawieraj¡cej informacje o peªnych
1-typach wszystkich elementów kliki

• funkcji 2typy : {1, . . . , n}2 → {t | t jest 2-typem}, zawieraj¡cej informacje na temat 2-
typów wszystkich par elementów w tej klice

• funkcji obietnica : {−1, 1} × {t | t jest 1-typem} → {0, . . . ,m + 1} takiej, »e je±li dla
pewnych b, t zachodzi obietnica(b, t) > 0 to istnieje punkt w nie nale»¡cy do R+-klika(v) o
1-typie t taki, »e z R+-klika(v) istnieje w M ±cie»ka (Rb)+-klik do R+-klika(w) o dªugo±ci
co najwy»ej obietnica(b, t)

W algorytmie wszystkie funkcje b¦dziemy przechowywa¢ jako zbiory par, zawieraj¡ce dodatkowo
nazwy funkcji. Ponadto, je±li K jest typem kliki, to przez K.rozmiar b¦dziemy oznacza¢ jej roz-
miar, K.relacja nazw¦ relacji, K.specjalny wyró»niony wierzchoªek, natomiast przez K.1typy,
K.2typy oraz K.obietnica b¦dziemy oznacza¢ odpowiednie funkcje z typu K.

Aby zapami¦ta¢ typ kliki rozmiaru co najwy»ej n wystarczy log n+ log |Σ|+ log(n+ 1) + n ·
4 · |ϕ| · 2|ϕ|+n2 · 2|Σ|+ (dlog(m+ 2)e) · 2m bitów pami¦ci. Dla n ≤ |ϕ| · 22|Σ|+5 (a typy tylko tak
du»ych klik b¦dziemy budowa¢) daje to wykªadnicz¡ ilo±¢ potrzebnej pami¦ci. Wynika z tego, »e
ró»nych typów klik tego rozmiaru mo»e by¢ najwy»ej podwójnie wykªadniczo, a dokªadn¡ liczb¦
mo»na oszacowa¢ z góry przez 228|ϕ|

.

Nie ka»dy opis kliki jest sensowny. Powiemy, »e typ kliki jest lokalnie poprawny, je±li jest
akceptowany przez poni»sz¡ funkcj¦:

Funkcja sprawdz − lokalna− poprawnosc(K)

1. Dla ka»dych b, t takich, »e obietnica(b, t) > 0, je±li w klice peªen 1-typ »adnego elementu
nie zawiera pary 〈(K.relacjab)+, t〉, to przejd¹ do stanu odrzucaj¡cego false.

2. Dla ka»dych R ∈ T ∪T−1 oraz 1-typu t je±li para 〈R, t〉 nale»y do peªnego 1-typu pewnego
elementu, a para 〈R+, t〉 nie nale»y, to przejd¹ do stanu false.

3. Dla ka»dych b ∈ {−1, 1}, 1-typu t oraz pary elementów v, w, je±li para 〈(K.relacjab)+, t〉
nale»y do peªnego 1-typu dokªadnie jednego z elementów w, v, to przejd¹ do stanu false.

4. Dla ka»dego i, je»eli która± para elementów w klice nie speªnia formuªy δi, to przejd¹ do
stanu false.

5. Dla ka»dego wierzchoªka v o peªnym 1-typie tv i ka»dej pary 〈S+, tw〉 nale»¡cej do jego
peªnego 1-typu zgadnij punkt w o 1-typie tw oraz poª¡czenia mi¦dzy v i w relacjami z B tak,
aby dla ka»dego i zachodziªo δi(v, w) oraz, je±li formuª¦ δi mo»na zapisa¢ w postaci xS+y ⇒
γ(x, y), zachodziªo γ(v, w). Je±li nie udaªo si¦ zgadn¡¢, przejd¹ do stanu odrzucaj¡cego
false.

6. Dla ka»dego wierzchoªka v o peªnym 1-typie tv i ka»dej pary 〈S, tw〉 nale»¡cej do jego
peªnego 1-typu zgadnij punkt w o typie tw, ustal vSbw oraz zgadnij poª¡czenia mi¦dzy v a
w relacjami z B (z wyj¡tkiem ju» ustalonego, je±li S ∈ B) tak, by dla ka»dego i zachodziªo
δi(v, w). Je±li nie udaªo si¦ zgadn¡¢, przejd¹ do stanu false.

Sprawdzenie powy»szych wªasno±ci mo»na wykona¢ w niedetermistycznym wielomianowym cza-
sie wzgl¦dem rozmiaru kliki.

Instancj¡ kliki typu K b¦dziemy nazywa¢ tak¡ klik¦, w która jest lokalnie zgodna z typem
K, to znaczy rozmiar, wszystkie o 1-typy i 2-typy w klice zgadzaj¡ si¦ z tym, co jest zapisane w
typie kliki. Zauwa»my, »e ka»da lokalnie poprawna klika ma jaka± instancj¦.
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Teraz zde�niujemy funkcj¦, która zgaduje lokalnie poprawne typy klik.

Funkcja zgadnij − typ− kliki(R)

1. Zgadnij liczb¦ K.rozmiar ∈ {1, . . . , |ϕ| · 22|Σ|+5}.

2. Ustal K.relacja = R.

3. Zgadnij k.specjalny ∈ {0, . . . ,K.rozmiar}.

4. Dla i ∈ {1, . . . ,K.rozmiar} zgadnij peªen 1-typ K.1typy(i).

5. Dla i, j ∈ {1, . . . ,K.rozmiar} zgadnij 2-typ K.2typy(i, j).

6. Dla ka»dych b ∈ {−1, 1} oraz 1-typu t zgadnij warto±¢ K.obietnica(b, t) z zakresu 0, . . . ,
2|Σ| + 1.

7. Wywoªaj sprawdz − lokalna− poprawnosc(K).

8. Zwró¢ K.

Powy»sza funkcja dziaªa w czasie niedeterministycznym wykªadniczym wzgl¦dem rozmiaru
sygnatury ze wzgl¦du na to, »e peªne 1-typy maj¡ wykªadniczy rozmiar.

Algorytm b¦dzie dziaªaª rekurencyjnie. Na pocz¡tku jednak b¦dzie zawieraª procedur¦ przy-
gotowuj¡c¡:

Algorytm A.

1. Wczytaj formuª¦ ϕ = ∃x.ρ(x) ∧
∧j

i=1 ∀xy.δi(x, y) ∧
∧k

i=1 ∀x.αi(x) ⇒ ∃y.ψi(x, y) j¦zyka
[GF2++] w postaci normalnej. Ustal jej sygnatur¦ Σ, zbiór T = {T1, . . . } relacji przechod-
nio domykanych w ϕ oraz zbiór B pozostaªych relacji binarnych wyst¦puj¡cych w ϕ.

2. Niech K = zgadnij − typ− kliki(T1). Je±li K.specjalny 6= 0, to przejd¹ do false

3. Zgadnij i ∈ {1, . . . ,K.rozmiar}. Je±li wierzchoªek v o peªnym 1-typie takim, jakK.1typy(i)
nie speªnia ρ(v), przejd¹ do false.

4. Wywoªaj sprawdz − klike(K, 1).

Funkcja sprawdz − klike zajmuje si¦ realizowaniem zobowi¡za« zapewnianych przez funkcj¦
obietnica oraz wywoªaniem funkcji sprawdz − punkt dla wszystkich punktów opisywanych w
typie kliki, z wyj¡tkiem punktu wyró»nionego.

Funkcja sprawdz − klike(K, licznik)

1. Je±li licznik > 228|ϕ|
to przejd¹ do stanu akceptuj¡cego true.

2. Dla ka»dych S ∈ T, b ∈ {−1, 1} oraz 1-typu t, dla których n = K.obietnica(b, t) > 0
wykonaj:

(a) Zgadnij punkt v z typu K taki, »e 〈(Sb)+, t〉 nale»y do peªnego 1-typu v, a ponadto
K ′ = zgadnij − typ− kliki(S) oraz w ∈ {1, . . . ,K ′.n}.

(b) Sprawd¹, czy ka»dy 1-typ t′ nale»¡cy do K ′ jest dopuszczalny dla v, tzn. czy 〈S+, t′〉
nale»y do peªnego 1-typu v. Analogicznie sprawd¹, czy dla ka»dego 1-typu t′ nale»¡-
cego do K w ka»dym peªnym 1-typie z K ′ znajduje si¦ para 〈(S−b)+, t′〉.
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(c) Sprawd¹, czy peªen typ ka»dego z punktów w K ′ po przyci¦ciu do (Sb)+ jest pod-
zbiorem typu v. Je±li nie, przejd¹ do false. Analogicznie sprawd¹, czy t przyci¦ty do
(S−b)+ jest podzbiorem ka»dego z peªnych 1-typów z K ′. Je±li która± z tych rzeczy
nie zachodzi, przejd¹ do false.

(d) Zgadnij poª¡czenia relacjami z B mi¦dzy v a w tak, aby wszystkie formuªy δi byªy
speªnione dla tej pary.

(e) Je±li wK ′ nie ma wierzchoªka typu t oraz n = 1 lubK ′.obietnica(b, t) nie jest mniejsza
ni» K.obietnica(b, t) to przejd¹ do false.

(f) Wywoªaj uniwersalnie (tzn. w osobnym w¡tku) sprawdz − klike(K ′, licznik + 1).

3. Dla ka»dego v ∈ {1, . . . ,K.rozmiar} \ {K.specjalny} wywoªaj uniwersalnie sprawdz −
punkt(v,K ′, licznik).

Funkcja sprawdz − punkt(v,K, licznik) b¦dzie budowaªa otoczenie elementu v z uwzgl¦d-
nieniem ju» ustalonej kliki typu K tak, aby to otoczenie gwarantowaªo speªnienie wszystkich
potrzebnych podformuª ϕ przez punkt v.

Funkcja sprawdz − punkt(v,K = {R, . . . }, licznik)

1. Utwórz pusty zbiór nowe.

2. Dla ka»dej S ∈ T \ {R} oblicz TY P (S) = zgadnij− typ−kliki(S) oraz dodaj TY P (S) do
zbioru nowe. Je±li TY P (S).1typy(TY P (S).specjalny) 6= K.1typy(v) to przejd¹ do stanu
false. Ustal równie» TY P (R) = K.

3. Dla ka»dego i sprawd¹, czy formuªa αi(v) ⇒ ∃y.ψi(v, y) jest ju» speªniona. Je±li nie jest,
to zachodzi jeden z przypadków:

• ψi(x, y) mo»na zapisa¢ w postaci x = y ∧ γ(x, y), przejd¹ do stanu false

• ψi(x, y) mo»na zapisa¢ w postaci xSy ∧ γ(x, y) dla S ∈ B ∪ T ∪ (B ∪ T )−1, wtedy
zgadnij z peªnego 1-typu v par¦ 〈S, t〉, K ′ = zgadnij − typ − kliki(T1) zawieraj¡c¡
punkt w o 1-typie t oraz poª¡czenia relacjami z B mi¦dzy v a w. Je±li nie zachodzi
vSw ∧ γ(v, w) to przejd¹ do stanu false. Do zbioru nowe dodaj K ′.

• ψi(x, y) mo»na zapisa¢ w postaci xS+y∧γ(x, y) dla S ∈ T ∪T−1, wtedy zgadnij 1-typ
tw punktu w takiego, »e γ(v, w), i sprawd¹, czy TY P (S).obietnica(b, t) > 0. Je±li nie,
przejd¹ do false.

4. Dla ka»dego typu K ′ ∈ nowe wywoªaj uniwersalnie sprawdz − klike(K ′, licznik + 1).

5.3 Analiza algorytmu

Wªasno±¢ stopu przedstawionego algorytmu jest oczywista ze wzgl¦du na zmienn¡ licznik
pilnuj¡c¡, aby algorytm po ustalonej liczbie tur si¦ zatrzymaª. Zauwa»my równie», »e algorytm
mo»na tak zaimplementowa¢, by zu»ywaª jedynie wykªadnicz¡ ilo±¢ pami¦ci. Opis pojedynczego
typu kliki zajmuje jedynie wykªadniczo wiele miejsca, ªatwo wi¦c zauwa»y¢, »e procedura przygo-
towawcza oraz funkcja sprawdz − klike wymagaj¡ tylko wykªadniczej ilo±ci pami¦ci. W funkcji
sprawdz − punkt mo»e si¦ natomiast pojawia¢ wi¦cej typów klik: |T | klik zawieraj¡cych v, nie
wi¦cej ni» k typów klik wynikaj¡cych z konieczno±ci speªnienia formuª postaci xSy ∧ γ(x, y)
oraz najwy»ej 2|Σ|m typów klik powstaj¡cych przy realizowaniu obietnic zawartych w funkcji
obietnica. Na przechowanie wykªadniczej liczby informacji wykªadniczej dªugo±ci wystarcza wy-
kªadnicza pami¦¢, zatem algorytm A jest z klasy AExpspace. Pozostaje udowodni¢, »e algorytm
rzeczywi±cie rozwi¡zuje badany problem speªnialno±ci.
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Twierdzenie 5.3. Algorytm A akceptuje formuª¦ ϕ wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest speªnialna.

Dowód �⇐�. Je±li ϕ jest speªnialna, to z twierdzenia 4.9 wiemy, »e ma |ϕ| · 22|Σ|+5-rozgaª¦ziony
model M. Niech v b¦dzie elementem M, który speªnia ρ oraz M′ b¦dzie spªaszczeniem M

o korzeniu T+
1 .-klika(v). Wystarczy zauwa»y¢, »e je±li algorytm A b¦dzie zgadywaª typy klik

zgodnie z tym, jak wygl¡daj¡ odpowiednie kliki w M w kolejno±ci takiej, »e zgaduj¡c kolejne
typy klik dla pewnego typu kliki K wybiera te kliki, które s¡ synami instancji K w M′, to
wszystkie warunki sprawdzane przez algorytm b¦d¡ speªnione, a zatem algorytm nie przejdzie
do stanu odrzucaj¡cego i w pewnym momencie sko«czy dziaªanie akceptuj¡c formuª¦.

Dowód �⇒�. Przypu±¢my, »e algorytm zaakceptowaª formuª¦ ϕ. Na podstawie przebiegu oblicze«
zbudujemy model M formuªy ϕ skªadaj¡cy si¦ dokªadnie z tych klik, których typy powstawaªy
w czasie dziaªania algorytmu. Zaczniemy od instancji kliki zgadni¦tej na pocz¡tku, a nast¦pnie
b¦dziemy tworzy¢ rozgaª¦ziony model przez dodawanie kolejnych instancji klik, które tworzy
algorytm tak, »e w wierzchoªki dodane w i-tym kroku b¦d¡ miaªy ±wiadków fragment ±cie»ki
do ±wiadka w±ród wierzchoªków dodanych w i + 1 kroku. Gdy kliki zaczn¡ si¦ powtarza¢, to
ustalimy, »e model od tego miejsca jest okresowy.

W 1. kroku tworzenia modelu do M dodajemy instancj¦ kliki, której typ jest zgadywany
przez algorytm A na samym pocz¡tku.

W i+ 1. kroku b¦dziemy zapewnia¢ ±wiadków dla elementów, które zostaªy dodane w i-tym
kroku. W tym celu we¹my dowoln¡ klik¦ K dodan¡ w i − tym kroku. Je±li typ K tej kliki
jest identyczny z jakim± typem dodanym we wcze±niejszym kroku, to oznaczamy t¦ klik¦ jako
okresow¡ i na razie zostawiamy. Je±li natomiast typ kliki jest widziany pierwszy raz, to dodajemy
po k instancji ka»dej z klik utworzonych w 2. kroku funkcji sprawdz − klike(K, i) i ª¡czymy
je z odpowiednim punktem zgodnie z tym, co zgadª algorytm. Nast¦pnie dla ka»dego punktu
v tej kliki, dodajemy po jednej instancji ka»dej kliki zgadni¦tej w 2 kroku funkcji sprawdz −
punkt(v,K, i) w ten sposób, »e sklejamy v z wierzchoªkiem tej kliki o tym samym peªnym 1-
typie. Na koniec dodajemy po jednej kopii ka»dej kliki zgadni¦tej w 3 kroku funkcji sprawdz −
punkt(v,K, i) i ª¡czmy v zgodnie z poª¡czeniami zgadni¦tymi przez algorytm.

Zauwa»my, »e w ten sposób wykonamy nie wi¦cej ni» 228|ϕ|
kroków, gdy» po 228|ϕ|

krokach
na pewno który± typ kliki si¦ powtórzy i klika zostanie oznaczona jako okresowa.

Drzewem klik b¦dziemy nazywali takie drzewo, w którym etykieta ka»dego wierzchoªka za-
wiera informacj¦ o typie pewnej kliki oraz informacj¦, czy ta klika jest okresowa, natomiast
poª¡czenia mi¦dzy klikami s¡ etykietowane informacj¡, które dwa wierzchoªki klik s¡ poª¡czone
(albo sklejone) i w jaki sposób.

Kliki dodawane przez nas do modelu we wcze±niejszych krokach w naturalny sposób tworz¡
takie drzewo klik, w którym v jest synem w, je±li klika opisywana przez v zostaªa dodana jako
±wiadek dla w. W tym drzewie by¢ mo»e niektóre li±cie odpowiadaj¡ klikom okresowym. Dla
ka»dego takiego li±cia w istnieje w drzewie wierzchoªek przodek(w), którego etykieta opisuje
klik¦ tego samego typu, ale nie okresow¡. W kolejnych (by¢ mo»e niesko«czenie wielu) krokach
w miejsce ka»dego li±cia w odpowiadaj¡cego klice okresowej wstawiamy wierzchoªek przodek(w)
wraz z caªym jego poddrzewem.

Na koniec pozostaje ustali¢ relacje mi¦dzy tymi punktami v, w, które le»¡ w ró»nych klikach
i dla pewnej relacji R ∈ T zachodzi vR+w. Zauwa»my, »e w takiej sytuacji 〈R+, v〉 nale»y do
peªnego 1-typu w, gdy» algorytm dba o to, by w kolejnych klikach nie pojawiaªy si¦ elementy,
które nie nale»¡ do peªnych 1-typów elementów z wcze±niejszych klik. Ponadto klika zawieraj¡ca
w jest lokalnie poprawna, co w szczególno±ci oznacza, »e mo»na poª¡czy¢ v z w tak, by te punkty
speªniaªy wszystkie formuªy δi. Z lokalnej poprawno±ci klik wynika równie», »e wszystkie pary
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elementów w klikach speªniaj¡ formuªy δi.

Otrzymany model oczywi±cie speªnia formuª¦ ∃x.ρx, gdy» jawnie w 1. kroku dodali±my punkt,
który j¡ speªnia. Model speªnia równie» wszystkie formuªy δi dla ka»dej pary poª¡czonych (po-
±rednio lub bezpo±rednio) wierzchoªków. Ponadto ka»demu wierzchoªkowi jawnie zapewnili±my
wszystkich potrzebnych ±wiadków, zatem otrzymany model jest modelem formuªy ϕ.

Algorytm dziaªa dla formuª w postaci normalnej. Je±li formuªa nie jest w postaci normalnej, to
w wykªadniczym czasie mo»na j¡ przeksztaªci¢ do zbioru formuª w postaci normalnej, a nast¦pnie
niedeterministycznie zgadn¡¢ jeden element tego zbioru i dla niego przeprowadzi¢ reszt¦ oblicze«.
Te dodatkowe czynno±ci wst¦pne nie zwi¦kszaj¡ zªo»ono±ci pami¦ciowej ani czasowej algorytmu.

Dolna granica wynika z 2Exptime-trudno±ci problemu speªnialno±ci dla [GF2 + TRANS],
zaprezentowanego w [14] � mo»na bowiem zast¡pi¢ relacje przechodnie przez przechodnie do-
mkni¦cia pewnych relacji nie wyst¦puj¡cych w innych miejscach formuªy.

Wniosek 5.4. Problem speªnialno±ci dla logiki [GF2++] jest 2Exptime-zupeªny.

6 Podsumowanie

Pokazali±my, »e przeªo»enie logiki PDL na pewne rozszerzenie logiki ze stra»nikami z równo-
±ci¡ jest trudne � nawet po ograniczeniu do fragmentu strze»onego dodanie operacji skªadania
relacji w mocno ograniczonym zakresie prowadzi natychmiast do nierozstrzygalno±ci problemu
speªnialno±ci. Pozytywnym wynikiem jest rozstrzygalno±¢ GF 2 ze przechodnim domkni¦ciem.
W bardzo podobny sposób mo»na pokaza¢, »e je±li b¦dziemy rozpatrywa¢ zwrotne i przechodnie
domkni¦cie, to problem speªnialno±ci pozostanie 2Exptime-zupeªny.

Otrzymany wynik uzupeªnia wiedz¦ o wpªywie przechodnio±ci na rozstrzygalno±¢ logiki ze
stra»nikami. Ciekawym pytaniem otwartym jest co si¦ stanie, je±li do GF 2 bez równo±ci dodamy
mo»liwo±¢ stosowania zarówno przechodniego domkni¦cia, jak i zªo»enia, w dodatku pozwalaj¡c
na dowolne ich kombinacje w stra»nikach. Ze wzgl¦dów praktycznych warto równie» si¦ zastano-
wi¢, ile trzeba zabra¢ z logiki z przechodnio domykanymi stra»nikami, aby problem speªnialno±ci
staª si¦ wykªadniczy. Otwartym problemem pozostaje równie» pytanie, czy problem speªnialno±ci
GF 2 ze zªo»eniem jest rozstrzygalny, je±li pozwolimy na skªadanie ze sob¡ jedynie dwóch relacji.
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