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. Co mozna powiedzie¢ o macierzy sasiedztwa
grafu i jego dopelnienia? Podaj interpreta-
cje wektorow AI i A%I, gdzie I jest wekto-
rem jednostkowym oraz A jest macierza sa-
siedztwa grafu G (dzialaniem jest mnozenie
macierzy i wektorow o wsp. catkowitych).

. Hiperkostka wymiaru k nazywamy graf G =
(V,E), gdzie V = {0, 1}* (wszystkie ciagi k
bitow), a krawedz miedzy dwoma wierzchol-
kami istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ich
zapis binarny rézni sie na dokladnie jednej
pozycji. Pokaz, ze miedzy dwoma réznymi
wierzchotkami k-wymiarowej hiperkostki ist-
nieje k roztacznych wierzchotkowo $ciezek.

. (Grafy Mycielskiego) Graf My to dwa wierz-
chotki potaczone krawedzia. Graf M1 kon-
struujemy z Mj, w ten sposob, ze dokltadamy
dla kazdego v € V(Mj) wierzchotek v i la-
czymy go z wszystkimi sasiadami v w My;
nastepnie dodajemy jeszcze jeden wierzcho-
tek w i taczymy go z wszystkimi wierzchol-
kami v'. Pokaz przez indukcje po k, ze

(a) graf M} nie ma trojkatow (klik K3);
(b) graf My, jest k-kolorowalny;
(c) graf My nie jest (k — 1)-kolorowalny.

. Niech G bedzie grafem o 2n wierzchotkach,
ktorego wszystkie stopnie wierzchotkéw wy-
nosza co najmniej n. Pokaz, ze G ma pelne
skojarzenie tzn. skojarzenie n—krawedziowe.

. Podaj wielomianowy algorytm znajdujacy
liczbe chromatyczna G, jesli deg(G) < 3.

. Mamy dang grupe n dziewczat i m chtopcow.
Pokaz, ze warunkiem koniecznym i dosta-
tecznym na to, by k dziewczat moglo znalezé
meza (wewnatrz grupy), jest to, by kazde r
dziewczat znato przynajmniej k+r—n chlop-
cOW.

Wsk.: Dodaj n — k chlopcow akceptowanych przez

wszystkie dziewczyny i zastosuj tw. Halla

. W niektérych krajach mezczyzna moze mieé
do czterech zon. Pokaz, ze warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym w takim kraju na
to, aby n dziewczat mogto znalezé mezdw,
jest to by kazde k z nich znalo w sumie przy-
najmniej k/4 chlopcow.

. Udowodnij, ze drzewo ma co najwyzej jedno
pelne skojarzenie.
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Niech A bedzie macierzg sasiedztwa grafu
dwudzielnego G = (V1,Va; E), w ktéorym
[Vi| = |Va|. W macierzy A wiersze odpowia-
daja wierzchotkom z Vi, a kolumny wierz-
chotkom z V5 i a;; = 0,1 w zaleznosci od
tego, czy istnieje potaczenie miedzy odpo-
wiednimi wierzchotkami. Jaka jest zaleznosé
miedzy skojarzeniami w G i warto$cia per-
manentu

perm(A) = Z

OJ—-permutacja

A1,0(1) """ an,o’(n)?

Pokaz, ze dwudzielny graf d-regularny po-
siada pelne skojarzenie.

Pokaz, ze graf 3-regularny posiadajacy cykl
Hamiltona ma indeks chromatyczny réwny 3.

(a) Niech wszystkie wierzchotki G poza v
maja stopienn d i niech indeks chroma-
tyczny G wynosi d. Pokaz, zen = |V (G)|
jest nieparzyste i deg(v) = 0.

(b) Pokaz, ze graf d-regularny G posiada-
jacy wierzchotek rozcinajajacy ma in-
deks chromatyczny réwny d + 1.

Pokaz, ze indeks chromatyczny x/(K,,) jest
rowny n — 1, gdy n jest parzyste i n, gdy n
jest nieparzyste.

Pokaz wielomianows redukcje problemu ist-
nienia w grafie G pokrycia wierzchotkowego
rozmiaru k do problemu istnienia w grafie H
kliki rozmiaru k’.

Pokaz, ze jesli mozna rozstrzygnaé, czy graf
dowolny graf jest 4-kolorowalny w czasie wie-
lomianowym, to da sie réwniez rozstrzygnad,
czy dowolny graf jest 3-kolorowalny w czasie
wielomianowym.

Pokaz wielomianowsa transformacje sprowa-
dzajaca problem izomorfizmu graféw do pro-
blemu izomorfizmu graféw dwudzielnych.

Pokaz wielomianows transformacje sprowa-
dzajaca problem istnienia drogi Hamiltona
w grafie do problemu istnienia w nim drzewa
spinajacego o stopniu nie wiekszym, niz 2024.

Pokaz wielomianows transformacje sprowa-
dzajaca problem istnienia cyklu Hamiltona
w dowolnym digrafie do problemu istnienia
cyklu Hamiltona w nieskierowanym grafie
dwudzielnym.



