4 stycznia 2024

Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 12

. Zastosuj przeszukiwanie grafu spojnego w glab
do znajdowania wierzchotka rozcinajgcego, tzn.
takiego ktorego usuniecie rozspaja graf (jesli
taki wierzcholek istnieje). Twoja procedura po-
winna mie¢ ztozonosé O(m + n).

. Zastosuj przeszukiwanie grafu w gtab do spraw-
dzania, czy graf jest dwudzielny. Twoja proce-
dura powinna mieé¢ ztozonos¢ O(m + n).

. Topologiczne porzgdkowanie wierzchotkéw. Niech

G bedzie digrafem acyklicznym (bez skierowa-
nych cykli). Napisz procedure, ktora w czasie
O(n+m) przyporzadkowuje numery wierzchol-
kom w taki sposob, ze gdy (4, ) jest tukiem w
G, toi<j.

. Uzywajac algorytmoéw Prima-Dijkstry i Kru-
skala, wyznacz najkrotszy podzbior drog z Ry-
sunku ponizej taki, ze po tym podzbiorze drog
mozna dojechaé z kazdego wezla tej sieci do kaz-
dego innego. Ponumeruj krawedzie tego pod-
zbioru w kolejnosci, w jakiej dotaczaja je do
niego oba te algorytmy.

. Uzywajac algorytmu Dijkstry wyznacz drzewa
najkrotszych drog z Dw. Gléwnego, pl. Grun-
waldzkiego i Browaru w sieci z Rys. 1. Ponu-
meruj krawedzie drzew w kolejnosci dotaczania
przez algorytm.

pl. Kromera

O
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6. (Dualny algorytm chciwosci) Udowodnij, ze po

wykonaniu krokéw 1 i 2, T' jest najkrétszym
drzewem rozpinajacym grafu G.

Krok 1: Niech c(e1) > c(e2) > ... > c(em);
Krok 2: T := E(G);
for ey, eq,...,e, do
if T\ e; jest grafem spéjnym
then T:=T\ ¢;.
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Pokaz, w jaki sposob mozna znalezé najdtuzsze
drzewo rozpinajace grafu z wagami.

. Podaj szybka implementacje algorytmu War-

shalla dla obliczania przechodniego domknie-
cia grafu o 32 wierzchotkach. Macierz sasiedz-
twa zawarta jest w postaci tablicy 32 stow 32—
bitowych reprezentujacych kolejne wiersze. Mo-
zesz wykonywaé operacje logiczne na stowach
32 bitowych.

. Zmodyfikuj tak algorytm Warshalla-Floyda, aby

znajdowal nie tylko dtugosci najkrétszych drogi
miedzy parami wierzchotkéw, ale réwniez te drogi.

W digrafie moze istnie¢ wiele minimalnych drog
z wierzchotka v do u. Zmodyfikuj tak algorytm
Dijkstry, zeby wyznaczal nie drzewo najkrot-
szych drog, a acykliczny digraf bedacy suma
najkrotszych drog z wierzchotka v do wszyst-
kich innych.

Drzewo z dodana jedna krawedzia nazywamy
1-drzewem. Zaproponuj (dzialajacy w rozsad-
nym czasie) algorytm znajdujacy najkrotsze 1-
drzewo spinajace grafu z wagami i uzasadnij
jego poprawnosc.

Niech G bedzie grafem z nieujemnymi wagami
na krawedziach. Niech MST(G) oznacza diu-
gos¢ najlzejszego drzewa spinajacego w G, a
TSP(G) oznacza dlugosé najkrotszej drogi ko-
miwojazera w G (komiwojazer moze odwiedzaé
wierzcholki wielokrotnie). Wykaz, ze

MST(G) < TSP(G) < 2- MST(G).

Dana jest sie¢, w ktorej kazda krawedz poza
pojemnoscig ma okreslony minimalny przeptyw
dla kazdego tuku. Dany mamy pewien dopusz-
czalny przeplyw f w tej sieci. Pokaz jak wy-
znaczy¢ maksymalny i minimalny przepltyw w
tej sieci.

(Twierdzenie Mengera) Graf jest krawedziowo
k-spojny gdy jest spojny i usuniecie z niego co
najwyzej k—1 krawedzi nie rozspdjnia go. Uzy-
wajac przeplywéw w sieciach pokaz, ze G jest
krawedziowo k spojny wtedy i tylko wtedy gdy
miedzy kazdymi dwoma wierzchotkami istnieje
k krawedziowo roztacznych drog.

(Wersja wierzchotkowa Twierdzenia Mengera)
Graf jest k-spojny gdy jest spojny i usuniecie z
niego co najwyzej k — 1 wierzchotkoéw nie roz-
spOjnia go. Pokaz, ze G jest k-spojny wtedy i
tylko wtedy gdy miedzy kazdymi dwoma nie-
sasiednimi wierzchotkami istnieje k wierzchot-
kowo roztacznych drog.



