6 grudnia 2016

Zadania z kombinatoryki, lista nr 7
1. Pokaz, ze splot Dirichleta dwoch funkcji multiplikatywnych jest funkcja multiplikatywna.

2. Pokaz, ze dla dowolnego posetu

(a) p(z,z) =1
(b) jesli y jest bezposrednim nastepnikiem y, to p(z,y) = —1

(¢) ¢(z,y) =|[,y]l

(d) (26 — ¢)~(x,y) istnieje i jest réwne liczbie taricuchéw o poczatku w x i koricu w .

3. Pokaz, ze algebra incydencji ze splotem jest przemienna wtedy i tylko wtedy gdy P jest antylanicuchem
(tzn. nie zawiera zadnych relacji).

4. Pokaz, ze dla ciagéw a,, by,

(a) b, = Z {Z}ak & a, = Z(—l)"ik [Z:| by,
k k
(0) b= (Z) & an =Y (~1)"* (Z) by

k k
5. Niech 8y, bedzie liczbg funkcji z {1,...,n} na {1,...,m}.
(a) Pokaz, ze
m
m" = Z <k > Snk
(b) Wykorzystujac poprzednie zadanie znajdz jawny wzor na Sy,

6. Liczbe Laha definiujemy nastepujaco:

L) = (115 (1)
Pokaz, ze w (NU {0}, <) mamy L~!(k,n) = L(k,n).

7. (Uogodlniona zasada wiaczania — wylaczania) Pokaz, ze

s () (-0 i

m=k
Niech F bedzie rodzina zbioréw, a vy liczba elementéw nalezacych do doktadnie & zbioréw z F. Niech
Upg = |Q|7 U; = Z ﬂ A

ACF:|A|=i |A€A
Pokaz, ze: v, = Z (—1)m_k (T]Z)um

m>k

Zinterpretuj wzor na vy jako standardows zasade wlaczania — wylaczania.

oL - _oyk—1(™)\ _ | 0dla parzystego m
8. Pokaz, ze: Z( 2) (k) - { 1 dla nieparzystego m.

Nastepnie udowodnij wzor: |A; = A + -+ + A,| = Z(—2)k*1uk,
k>0
gdzie A + B oznacza réznice symetryczna, a uy jest oznaczeniem z poprzedniego zadania.

9. Niech 7(n) oznacza ilos¢ liczb pierwszych p niewigkszych od n. Niech p(d) oznacza u(1,d) w kracie (N, |).
Wykaz, ze

(a) m(n) —w(vm) =n—1— 3 H+ )3 M— ) {”J+

g T
p<v/n b P,q<\/n ba p,q,r<v/1n b4

(b) 0=—1+ zn:u(d) L%J .
d=1



