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Zadanie 1. Na wykładzie na bazie etykietowanej semantyki małych kro-
ków języka IMP z wejściem i wyjściem zdefiniowaliśmy funkcję seman-
tyczną F : Γ → Ω jako najmniejsze rozwiązanie następującego równania
rekurencyjnego:

Fγ =


⊥ gdy γ ⇑
ιtermσ

′ gdy γ ⇒∗ σ

ιout(n, Fγ
′′) gdy ∃γ′.γ ⇒∗ γ′ i γ′ !n

=⇒ γ′′

ιin(λn.Fγn) gdy ∃γ′.γ ⇒∗ γ′ i ∀n.γ′ ?n
=⇒ γn

gdzie Γ jest zbiorem konfiguracji, a Ω rozwiązaniem izomorfizmu

Ω ≈ (Σ + (Z× Ω) + (Z→ Ω))⊥.

Pokaż, że taka funkcja F istnieje, tzn., że odpowiedni funkcjonał ma naj-
mniejszy punkt stały.

Zadanie 2. Dla instrukcji języka IMP z wejściem/wyjściem definiujemy re-
lację: c0 ≈c c1 wtw ∀σ ∈ Σ.〈c0, σ〉 ≈ 〈c1, σ〉, gdzie relacja ≈ jest najwięk-
szą bisymulacją, zdefiniowaną na wykładzie dla etykietowanego systemu
przejść opartego na semantyce małych kroków. Pokaż, że ≈c jest kongru-
encją.

Zadanie 3. Pokaż, że c0 ≈c c1, gdzie

1. c0 = while true do c,
c1 = while true do c ; c′

2. c0 = X := 0 ; while true do (!X ; X := X + 2),
c1 = X := 0 ; while true do (!(2 ∗X) ; X := X + 1)

Zadanie 4. Kratą zupełną nazywamy dowolny porządek częściowy, w któ-
rym każdy podzbiór posiada najmniejsze ograniczenie górne. Pokaż, że w
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kracie zupełnej każdy podzbiór posiada największe ograniczenie dolne, a
także, że krata zupełna posiada element najmniejszy oraz element najwięk-
szy. Pokaż następnie, że dla dowolnego zbioru X , jego zbiór potęgowy
P(X) z relacją inkluzji tworzy kratę zupełną.

Zadanie 5. Niech F : P(X) → P(X) będzie funkcją monotoniczną. Udo-
wodnij, że zbiór lfp(F ) =

⋂
{S | F (S) ⊆ S} spełnia F (lfp(F )) ⊆ lfp(F ), a

zatem jest najmniejszym zbiorem spełniającym tę własność. Pokaż następ-
nie, że lfp(F ) jest najmniejszym punktem stałym funkcji F .

Udowodnij też, że zbiór gfp =
⋃
{S | S ⊆ F (S)} spełnia gfp(F ) ⊆

F (gfp(F )), a zatem jest największym zbiorem spełniającym tę własność.
Pokaż następnie, że gfp(F ) jest największym punktem stałym funkcji F .
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