Modelowanie zjawisk przyrodniczych 2001

Wyktlad 13, 29.05.2001 ZAGADNIENIA BRZEGOWE, METODY ROZNICOWE
I. Kilka twierdzen

Tw. 1. Kincaid, Cheney, s. 533
Zagadnienie brzegowe z” = f(t,z), x(0)=0, x(1)=0 posiada jednoznaczne rozwiazanie jezeli % jest
ciagla, nieujemna i ograniczona na pasie: 0 <t <1, —-oo<z < 0.

O
Tw. 2. Kincaid, Cheney, s. 536
Niech f = f(t,x) bedzie ciagla funkcja, okreslona na pasie: 0 <t <1, —oo <z < 00, spelniajaca warunek
Lipshitza wzgledem zmiennej = ze sta’la k < 8

I f(t,z1) — f(t,22)] < klzy — 22

Wowcezas zagadnienie brzegowe z = f(t,z), x(0) = 0, =z(1) = 0 posiada jednoznaczne rozwiazanie
x € C[0,1]. Dowé6d (pozostawiony w ksiazce jako zadanie) za pomoca twierdzenia o punkcie stalym dla
odwzorowan zwezajacych w przestrzeni zupelne;j.

Tw. 3. Volkov, s. 195 )
Lu=4" +px)u' —q(z)u= f(z), 0<x<1
lou = u(0) = pq,
hu=u(l) = ps.
Zagadnienie brzegowe posiada jednoznaczne rozwiazanie u(x) € CW[0,1] dla p, ¢, f € C?[0,1], q(z) > 0.
Tw. 4. Stoer, Bulirsch, s. 486 (proponuje obejrzeé, jest dowdd .. .) )
O

II. Przyktad

Bylo omawiane réwnanie drgan sprezyny. Sformulujmy zagadnienie brzegowe:
ma” + kx =0,
z(0) = 0 = =(T).

Rozwiazaniem ogélnym r.r. jest
z(t) = ci1sin(wt) + cacos(wt)

dla w? = % Rozwiazanie niezerowe istnieje, jesli w1 = nw. Wowczas

z(t) = clsin(%ﬁt)

i parametr ¢; pozostaje nieokreslony, czyli istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan.

II1. TIlorazy réznicowe, siatka

Podstawa wszystkich metod réznicowych jest pomyst zastapienia pochodnych wystepujacych w réwnaniu réz-
niczkowym, odpowiednimi ilorazami réznicowymi, np:

(;h;) N u(mi—l—hi)l—u(xi)’ b (;h;)
(i)

Czasem potrzebne jest aproksymowanie ilorazem réznicowym wartoéci pochodnej w punkcie brzegowym, np.
zo. Mozna zrobi¢ to z rzedem 2 na trzech weztach:

()
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2h ’

~

h2

~

T=XT;

~ Au(zg) + Bu(x1) + Cu(zs)
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dobierajac odpowiednio wspétezynniki A, B, C' (zad.1).

Zamiast za$ funkcji, jako odwzorowania okreslonego na calym przedziale zmiennej niezaleznej

[07 1]3 wy-

korzystujemy jedynie wartoéci takiej funkcji na ustalonym, dyskretnym zbiorze punktéw z tego przedziatu,

najczesciej punktéw réwnoodleglych, zwanym siatka:

1. Siatka wezléw réwnoodleglych w;, nazywamy skonczony zbiér punktéw:

. 1
wp, = {x]-}j-vzo :xj=jh, h= N’ (N >1).

Wyrézniamy dla wygody: wj — wezly wewnetrzne: 1 < j < N, w; — wezly brzegowe: j = 0, N,

(wn, = wp, Uwy).

2. Na siatce okreslone sa funkcje siatkowe v, reprezentowane przez swoj zbior wartosci w weztach siatki:

y; =yn(z;) dla z; € wy.

3. Wartosci zwyklej funkeji f = f(x) w wezlach siatki bedziemy oznaczaé przez f(x;) lub [f];, a przez [f];
oznaczymy funkcje siatkowa otrzymana z funkcji f przez przyjecie jej wartosci w weztach siatki.

4. Przestrzen liniowa Y}, funkcji siatkowych okreslonych na wy, jest izomorficzna z przestrzenia Euklidesowa
RN*1. Analogicznie mozemy wprowadzié¢ przestrzenie liniowe funkcji siatkowych Y, 1Y} okreslonych na

: A *
siatkach wj, i wj.

5. Wprowadzmy norme maximum w tych przestrzeniach liniowych, oznaczajac je odpowiednio:

[ s 1 A1 oraz |- [

lynlln = Ol_gl%xNWj\-

IV. Aproksymacja zagadnienia brzegowego

Rozpatrzmy teraz liniowe zagadnienie brzegowe, dla ktérego mamy zagwarantowane istnienie i jednoznacznosé

rozwiazania (por. tw. 3):
Lu=f

na [0,1], z warunkami brzegowymi
lu=g,

lou=u dlaxz =0, I
luz{o g(m):{ '

liu=u dlazxz=1,

gdzie

Lu=v" +pu — qu,

Zagadnienie to posiada jednoznaczne rozwiazanie v € C9[0,1] dla p, ¢, f € C?[0,1], i ¢(z) > 0.

O

Operatory rézniczkowe L i [, okreslone dla dostatecznie regularnych funkcji ciaglych zostana zastapione ope-

ratorami réznicowymi okreslonymi na przestrzeniach funkcji siatkowych. Niech

[ul -1 — 2[u]; + [u];41

[ulj1 — [u]j—1
3 )+—

(Lnluln); =

er(xj

dla j=1,2,...,N—1.

Tw.5 Jedli funkcja u € C4[0,1] jest rozwiazaniem zagadnienia brzegowego (1), (2), to

\/CueR  |[[Lu]y — Lpfulall) < Cub?.

Dowdd wynika z nieréwnosci:

[u]j+1 — [u]j—1

h2
p(zj)u'(25) — () o | < gHPHCHUWHC

[ulj+1 — 2[ul; + [u]

j—1
" (a;) - g T <

h2
ﬁ|\p|\c|\u(4)||c
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gdzie
= ma .
lIpllc max p(z)|
O
Def. Operator réznicowy Lj aproksymuje operator rézniczkowy L z rzedem k wzgledem kroku h, w sensie
normy ||.|[}, jezeli k>0 i dla kazdej dostatecznie regularnej funkcji u spelniona jest nieréwnosé
I[Luln = Lalulall < Cub®
gdzie C),, jest stala nie zalezaca od h.
O
V. Metoda przegnania
Schemat réznicowy:
Lyyn = fn (3)
Inyn = gn, (4)

dla freY/,, gneY), czyli

Yi-1 = 2y; + Y1

Yi+1 = Yi- .
22 +p(a) TR g(xy)yy = flag) (j=12,...,N—-1)

2h
Yo = M1, YN = 2

ma postaé¢ ukladu réwnan liniowych o macierzy tréjprzekatniowej. Ten uklad mozna zapisa¢ w postaci ogdl-
niejszej, uwzgledniajacej warunki brzegowe zawierajace wartosci pochodnej:

Aiyi-1 — Ciyi + Biyipy1 = —F,, i=12,---,N—-1

9

Yo = K1Y1 + B, YN = KoYN-—1 + t2

i przy dodatkowych zalozeniach rozwiazaé sprytnie zaprogramowana, zwykla metoda eliminacji Gaussa, zwana
w tym przypadku metodq przegnania albo sweep method (zob. np. A. A. Samarskij, Teorija raznostnych schiem,
Nauka, Moskva 1977). Nalezy wykona¢ nastepujace kroki obliczeniowe:

Krok 1: Obliczyé¢ «; i §; ze wzordw rekurencyjnych:

= =D g AGER
TG Ay T - Ay
7;:1,2,-.-7N_1, a1 = Ky, ﬁlz,ul.
Krok 2: Obliczy¢ rozwiazanie uktadu ze wzordw:
P2 + Ko N .
IN T anks Yi = Qit1Yiv1 + Bit1, i=N—-1,N—-2---,0.
— QNK2

V1. Zadania

1. Dobraé¢ wartosci wspétezynnikow A, B, C w wyrazeniu aproksymujacym warto$¢ pierwszej pochodnej
na lewym koncu przedzialu zy tak, aby blad byl maksymalnego rzedu. Wezly moga by¢ réwnoodlegte,
ale nie musza.

2. Analogiczne zadanie dla aproksymacji pochodnej na prawym koncu przedzialu
du
dx

3. Wyznaczy¢ rzad aproksymacji drugiej pochodnej ilorazem réznicowym:

2
dx?

~ Au(xn_2) + Bu(zny—1) + Cu(zy) .

=T N

u(x; + h) — 2u(z;) + u(x; — h)
2

~

=X,
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4. Rozwiaza¢ numerycznie zagadnienie brzegowe:
y” =400y — 401 sinx | y(0) =0, y(a) =sina

dla kilku dlugosci przedzialu [0, a], np. a =1, 2, 5. Obejrzeé¢ bledy rozwiazan numerycznych otrzy-
manych dla réznych wartosci parametrow metod.

5. Rozwiazaé numerycznie nieliniowe zagadnienie brzegowe:
m
v —y? -y +y+1=0, y(0)=05, y(r)=-0.5 zrozwiazaniem: y(x)=sin(z + E) .
Zastosowaé metode strzaldow, oraz zaproponowaé i wyprébowaé metode iteracyjna do rozwiazywania
nieliniowego zagadnienia réznicowego.

6. Aproksymowaé warto$é¢ pierwszej , drugiej pochodnej funkeji f w wezle x; z maksymalna dokltadnoscia,
za pomoca wartoéci funkcji w weztach x;_1, x;, ;41 w przypadku gdy wezly te nie sa réwnoodlegtymi.



