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Wyktad 13:  ZacapnieNia szTywNE

PRZYKLADY I ZAGADNIENIA DO ROZWIAZYWANIA — CZESC 2

1 Brusselator — uktad RR modelujacy rozpraszanie w reakcji chemicznej

Brusselator ( Y1(t), Y2(t)) - program DOPRIS ( 1e-008, 1e-008 )

function w = bruss(t,y);

yl =1+ CyDx*y(2)-4 ) * y(1);
y2 = ( 3-y(D)*y(2) ) * y(1);

w = {[yl; y21};
% zrozw. na [0, 5]1x[0, 5]

2 Vander Pol: 2/ — pux(1—2%) 2’ +2=0

Van der Pol: x”—2.1*(1—x2)*x’+x=0‘ x(0) =-1.5; x'(0)=3;
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function Y_ = aszFunpkier3(t, Y) Bt b

% r. van der Pola

Y_(1) = Y(2);
Y_(2) = 2.1%(1-Y(1)."2)*Y(2) - Y(1); RIERR1E
Y. =Y_7;

3 Chaos

3.1 Uklad RR Lorenza
¥=oly—a), yY=pr—y—xz, 2 =xy-—pz, dla oc=10, B=8/3, p=99.96

The following is Edward Lorenz’s account of what hap-
pened on a curious day in 1961: At one point I decided
to repeat some of the computations in order to examine what was
happening in greater detail. I stopped the computer, typed in a line
of numbers that it had printed out a while earlier, and set it run-
ning again. I went down the hall for a cup of coffee and returned
after about an hour, during which time the computer had simu-
lated about two months of weather. The numbers being printed out
were nothing like the old ones...”

For certain values of the three parameters, the solution to the sys-
tem will be chaotic. In that case, there will be a set of points to
which the solution will be attracted over time. This attracting set
is the Lorenz Attractor. Because solutions to the Lorenz equations
for these parameter values exhibit chaos, the Lorenz Attractor is

complicated and is considered to be a strange attractor...
Funkcja lorenzgui.m znajduje si¢ wsréd matlabowskich programéw prof. Cleve Molera, pod adresem

http://www.mathworks.com/moler /ncmfilelist. html.
Opis poszczegodlnych orbit jest w ksiazce Sparrowal

LColin Sparrow, The Lorenz Equations: Bifurcations, Chaos, and Strange Attractors, Springer-Verlag, NewYork, 1982, rozdz. 4
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3.2 Attractor Rosslera — uproszczenie ukladu RR Lorenza

¥=—(y+2), vY=x+ay, 2 =>b+(x—0)z, dla a=b0=02, ¢=80; a=b=0.1, ¢=120

a=b=0.2, c=8 krok rysowania = 0.125 a=b=0.1, c=12 krok rysowania = 0.125

4 Sztywnosé, stabilno$é numeryczna

DEF. (Palczewski) Uklad m rownan rozniczkowych liniowych ze stala macierza A
x(t) = Ax(t) (ozn. Palczewski)

nazywa si¢ uktadem sztywnym, jesli wartosci wlasne A;, j = 1,2,...,m macierzy A maja ujemne czesci rzeczywiste

Re();) <0, i=1,2,...,m,
za$ liczba
max;=1,2,....m \)\z|
s = —
mini—12,...m [Ail
zwana wspdtczynnikiem sztywnosci jest znacznie wieksza od 1. O

DEF. (http://web.math.unifi.it/users/brugnano/preprint/AIP 1168 3.pdf?)

e Systems containing very fast components as well as very slow components (Dahlquist).

e Stiff equations are equations where certain implicit methods ... perform better, usually tremendous better, than
explicit ones (Curtiss).

e Stiff equations are problems for which explicit methods don’t work (Hairer). a
Mozna znalezé nastepujace zdania:

e "they have been termed stiff since they correspond to tight coupling between the driver and the driven components
in servo-mechanism”.

e Sometimes one has the feeling that stiffness is becoming so broad to be nearly synonymous of difficult.
DEF. A numerical method is stable if error incurred at one stage of the process do not tend to magnify at later
stages. O
5 Obszary stabilnosci absolutnej metod RK
Rozdany zostal material skserowany z Krupowicza...

DEF. Schemat roznicowy nazywa sie schematem A-stabilnym, jesli jego obszar stabilnosci absolutnej zawiera
polplaszezyzne Re(z) < 0. O

?Luigi Brugnano, Francesca Mazzia and Donato Trigiante, The role of the precise definition of stiffness in designing codes for the
solution of ODEs, AIP Conf. Proc. 1168 (2009) 731-734.
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6 Przyklad réwnania sztywnego

(http://laser.cheng.cam.ac.uk/wiki/images/e/e5/NumMeth Handout 7.pdf)

Zadanie

d T o -1 -1 T1 Ty o 1 o .
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Rozwiazywane jest ono dwiema funkcjami matlabowskimi: ode45 oraz odel5s

wywolanie:

options=odeset(’RelTol’,le-6,...

’Stats’,’on’); function [dx_dt]= TestF(t,x)
Xo = [1;11; M= [-1,-1;...
tspan = [0,5];

1,-5000];
%call the solver dx_dt = M#¥x;
tic return
[t,X]=0de45(@TestF,tspan,Xo,options) ;
% [t,X]=0del5s(@TestF,tspan,Xo,options);
toc
e Koszty obliczen:
dla odel5s:

dla ode45: 139 successful steps

3 failed attempts
286 function evaluations
0 partial derivatives

7557 successful steps
504 failed attempts
48367 function evaluations

Elapsed time is 7.484634 seconds. 27 LU decc.)mpos1t101.1$
284 solutions of linear systems

Elapsed time is 0.301320 seconds.
e ilustracje wynikow:

ode45 odel5s

7 Rownanie Van der Pola dla obwodéw elektrycznych (}7(0) = [2; O])

odel5s: Solution of van der Pol Equation, mu = 1000 oded45: Solution of van der Pol Equation, mu = 100 odel5s: Solution of van der Pol Equation, mu = 100

3 05 1 15 2 o 500 1000 1500 2000 2500 3000 % 500 1000 1500 2000 2500 3000
Y1(t) time t

time t
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odel5s: Solution of van der Pol Equation, mu = 1000
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ode45: Solution of van der Pol Equation, mu = 1000

] 2
\ | B
1 .

odel5s: Solution of van der Pol Equation, mu = 1000

N

s00(-

YL, v2 |

-500(-

-1000(

|~

]

af 1 4
s / V 1 s
i | "

o 500 1000 1500 2000
time t

Wyniki obliczeni dla Tol = 1le — 3
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time t

pw=21 w =100 © = 1000
function. .. Nr Parameters oded5 | odelbs oded5 | odelbs oded5 | odelbs
yp = vdpl(t,y) 1 | NSuccSteps 11622 35663 162676 5080 1684393 591
global mu 2 | NFailed 3039 6590 10649 1859 112248 225
vp = [ y(2); 3 | NFEVals 87967 82929 | 1039951 15894 | 10779847 1883
mu * (1-y(1)~2) *... 4 | N-DF/Dy 0 4 0 335 0 45
v(2)-y(1) 1; 5 | N-LU-decomp 0 10861 0 2333 0 289
6 | NSolLinEq 0 82916 0 14888 0 1747
7 | Time [s] 25.8906 | 80.2344 | 460.3594 | 15.0781 16430 | 2.4688

Ciekawostki: dla p — 0 warto obejrzeé
http://en.wikipedia.org/wiki/Van _der Pol oscillator
http://mathworld.wolfram.com /vanderPolEquation.html
http://www.scholarpedia.org/article/Van _der Pol oscillator
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Evolution of the limit cycle in the &3
phase plane. Notice the limit cycle
begins as circle and, with varying v,
become increasingly sharp. An example -1
of a Relaxation oscillator.
-2

8 Zadania na ¢wiczenia lub na pracownie

1. Wyznaczy¢ obszary stabilnosci absolutnej metod:

(a) m. jawna Eulera (b) m. niejawna Eulera (c) wzdr trapezéw.
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2. Rozwiazaé teoretycznie rownanie (1).

3. Plotka rozprzestrzenia sie w populacji liczacej 1000 oséb z predkoscia proporcjonalna do iloczynu liczby oséb
ktore juz styszaly te plotke, oraz liczby 0s6b ktore jeszcze tej plotki nie styszaly. Zal6zmy, ze 5 0séb rozpoczyna
rozprzestrzenianie plotki i po jednym dniu wie o niej juz 10 oséb. Ile czasu potrzeba, aby o plotce dowiedziato
sie 850 0s6b?

4. (Inny model rozprzestrzeniania sie plotki). Zatozmy teraz, ze plotka rozprzestrzenia sie w populacji liczacej 1000
0s6b wedlug prawa Gompertza:

73

% = kye (s20)t

gdzie y(t) jest liczba osoéb, ktore styszaly plotke po t dniach. Zalozmy, ze 5 0s6b rozprzestrzenia plotke i po
jednym dniu wie o niej juz 10 oséb. Ile czasu potrzeba, aby o plotce dowiedziato sie 850 0s6b?

5. Wiadomo, ze szybko$¢ zmian temperatury danego ciata jest proporcjonalna do réznicy miedzy temperatura tego
ciala i temperatura otoczenia (prawo Newtona).
Ciato zamordowanego znaleziono o 19:30. Lekarz sadowy przybyt o 20:20 i natychmiast zmierzyt temperature
ciala denata. Wynosita ona 32.6°C. Godzine po6zniej, gdy usuwano ciato, temperatura wynosita 31.4°C. W
tym czasie temperatura w pomieszczeniu wynosita 21°C'. Najbardziej podejrzana osobg, ktéra mogta popelnié
to morderstwo - Jan G. - twierdzi jednak, ze jest niewinny. Ma alibi. Po potudniu byl on w restauracji. O
17:00 mial rozmowe zamiejscowa, po ktorej natychmiast opuscil restauracje. Restauracja znajduje sie 5 minut
na piechote od miejsca morderstwa. Czy alibi to jest niepodwazalne?

6. (Ciag dalszy zadania poprzedniego). Obronca Jana G. zauwazyl, ze zamordowany byt u lekarza o 16:00 w dniu
Smierci i wtedy jego temperatura wynosita 38.3°C. Zalozmy, ze taka temperature mial on w chwili $§mierci. Czy
mozna dalej podejrzewaé, ze Jan G. popelnil morderstwo?

* * *



