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Wyklad 9: METODY RUNGEGO-KUTTY — STEROWANIE KROKIEM
ILUSTRACJA PROGRAMU — CIEKAWOSTKA(?) OSTRZEZENIE NUMERYCZNE

1 Metoda Butchera — podana w internecie

Pod adresem http://elm.eeng.dcu.ie/"ee317/Matlab_Examples/ode/tutinfo[1l].htm# ode3

bylta w roku ubiegtym praca dydaktyczna, ilustrujaca wykorzystanie trzech metod RK.

Dzi§ adres ten nie istnieje, ale szukajac skryptu mat rkgen, znajdziemy tez funkcje rkgen z trzema metodami:
Classical (RK4), Butchera oraz Mersona.

function[tvals,yvals]=rkgen(f,tspan,startval,step,method)

% Runge Kutta methods for solving
% first order differential equation dy/dt = f£(t,y).
% Example call: [tvals,yvals]=rkgen(f,tspan,startval,step,method)
% The initial and final values of t are given by tspan=[start finish].
% Initial y is given by startval and step size is given by step.
% The function f(t,y) must be defined by the user.
% For an example of this function definition, see page 160.
% The parameter method (1, 2 or 3) selects
% Classical, Butcher or Merson RK respectively.
b=[ Jsc=[ J;d=[ 1;
if method <1 | method >3
disp(’Method number unknown so using Classical’);
method=1;
end;
if method==
order=4;
b=[ 1/6 1/3 1/3 1/6]; d=[0 .5 .5 1];
c=[0 00 0;0.5000;0 .500;0010];
disp(’Classical method selected’);
elseif method ==
order=6;
b=[0.07777777778 0 0.355555556 0.13333333 0.355555556 0.0777777778];
d=[0 .25 .25 .5 .75 1];
c(1:4,:)=[0 0000 0;0.25 00 00 0;0.125 0.125 0 0 0 0; 0 -0.5 1 0 0 0];
c(5,:)=[.1875 0 0 0.5625 0 0];
c(6,:)=[-.4285714 0.2857143 1.714286 -1.714286 1.1428571 0];
disp(’Butcher method selected’);
else
order=5;
b=[1/6 0 0 2/3 1/6];
d=[0 1/3 1/3 1/2 1];
c=[00000;1/30000;1/6 1/6 0 0 0;1/8 0 3/8 0 0; 1/2 0 -3/2 2 0];
disp(’Merson method selected’);
end;
steps=(tspan(2)-tspan(1))/step+1;
y=startval; t=tspan(l);
yvals=startval; tvals=tspan(1);
for j=2:steps
k(1)=step*xfeval (f,t,y);
for i=2:order
k(i)=step*feval (f,t+stepxd(i),y+c(i,1:i-1)*k(1:i-1));
end;
yl=y+b*k’; tl=t+step;
%collect values together for output
tvals=[tvals, tl1]; yvals=[yvals, yi1];
t=tl; y=y1;
end;
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Funkcja ta zostala wykorzystana przez skrypt ilustracyjny mat rkgen.m , dajacy prawidlowy obrazek

% rkgen function is Matlab’s predefined function
% which implements Runge Kutta methods for solving

% first order differential equation
Char=[)o7 ’*) ’+)];
for meth=1:3
[t,x]=rkgen(’£3°,[0 3],1,.25,meth);
re=(x-exp(-t))./exp(-t);
plot(t,re,char(meth));
axis([0 3 0 1.5e-4])
xlabel(’t?) ;ylabel(’relative error’);
hold on;
end;
hold off;
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2 Ilustracja wynikéw zadania 6.3.5 — ostrzezenie numeryczne

Wspolcezynniki trzech metod znajduja sie na stronie poprzedniej. Wspoélczynniki metody czwartej RK(3/8) — na
stronie nastepnej. Ilustracja przedstawia btedy rozwigzan numerycznych dla obu zadan:

rel error

e zagadnienie poczatkowe 3y’ =z + 2y,

«0@ h=1/4: Blad wzgl. rozw. dla y' =x +2y; y(1)=1 L0t h=1/64:

y(1) =1,

rozwigzywane na odcinku [1, 5],

Blad wzgl. rozw. dla y' =x + 2y; y(1)=1

L0 h=1/128: Blad wzgl. rozw. dla y' = x +2y; y(1)=1

rel error

rel error

0=1e—3
zagadnienie poczatkowe vy =z — 2y,

x0* h=1/4: Blad wzgl. rozw. dla y'=x - 2y; y(1)=1 x10

s h=1/64: Blad wzgl. rozw. dla y'=x-2y;

y(1)=1

o h=1/128: Blad wzgl. rozw. dla y' =x - 2y; y(1)=1

—5— Classical
Butcher
—+— Merson

——3i8

rel error
rel error

—5— Classical
Butcher
—+— Merson

——3i8

—— Classical

rel error

25 3
x

6=1le—14

35 4

e A teraz ostatnie ilustracje, otrzymane po

v10¢ h=1/128: Blad wzgl. rozw. dla y'=x +2y; y(1)=1
T T T T T T

Butcher

Merson

rel error

RK4, RK3/8

—&— Classical
——3/8
—+— Merson
Butcher

=1le—9 6=1le—10

poprawieniu wspolczynnikéw metody Butchera

w100 h=1/128: Blad wzgl. rozw. dla y’'=x-2y; y(1)=1
T T T T T T

16

—o— Classical
——3/8
—+— Merson
Butcher

14

12

rel error

R RK4, RK38

Merson

Butcher
15




Adam Szustalewicz Modelowanie zjawisk przyrodniczych W.9 2013.12.04

e oto dokladne wspélczynniki metody Butchera 6-go(??7?) rzedu, oraz metody RK(3/8) rzedu 4-go
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o Wspétczynniki metody Butchera 5-go rzedu, podane w ksiazce
John C. Butcher, Numerical methods for ordinary differential equations, 2nd Edition, Wiley, 2008.
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3 Sterowanie wielkoScia kroku

3.1 Szacowanie bledu lokalnego metody jednokrokowej

Zalozmy, ze jestesmy w punkcie (x,,y,) dysponujac ostatnio wyznaczona wartoscia rozwiazania y,, (dla wygody niech
to bedzie liczba rzeczywista; ogolnie moze to byé wektor). Wykonajmy jeden krok dtugosci h do punktu 41 = x,+h
metoda rzedu p i oznaczmy otrzymang warto$é¢ przez y:

g =Yn + hq)f(h;axnayn) .

Dokladna wartos$¢ rozwiazania (odpowiadajaca podanemu wyzej warunkowi poczatkowemu (z,,, y,,)), oznaczmy w
nowym punkcie x,1 przez y i juz mozemy napisa¢ rownosé

y— 7= ¢(@n, yn)h"T + O(RPF?). (1)
Wykonajmy teraz od punktu z,, dwa kroki dltugosci % Otrzymujemy kolejno

A ho (h
yn_;_% :yn+§q)f 5;7xnayn .

>

. h h .
U="0pp1 + §@f 97 Tntds Untd

i mozemy napisa¢ (pozostawiajac najwieksze wyrazy bledu), ze

v~ (3) 40 ((Zf) . @)

Odejmujac teraz rownosé (2) od (1), otrzymujemy
ZQ - g = ¢($nvyn)hp+1(1 — 271)) + O(thrz) ,

a dalej:

Y-y
Blan, gl = L 0(rt).

Dokladng wartos¢ rozwiazania y mozemy na podstawie (2) ekstrapolowaé¢ wzorem

y =+ gt + O(W*2), (3)

lub na podstawie (1) - wzorem
_ 2P
y=y+ o _1

(5 —7) + O(h?*T?).
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3.2 Akceptacja kroku

Poprawka we wzorze (3) stanowi najwieksza czesé bledu metody (w sensie rozwiniecia w szereg potegowy):

y—9
err(h) := 1"

Jezeli blad ten jest dostatecznie maty, to mozemy wykorzystaé ostatnie wzory przyjmujac

Yn+1 =Y

i p0jsé dalej. Jezeli nie - obliczenia trzeba powtorzy¢ z mniejszym krokiem. Blad moze byé maly w sensie jego wartosci
bezwzglednej lub wzglednej i warunek zaakceptowania kroku moze mie¢ na przyktad posta¢ warunku

T +
ferr(h)] < WLt il oy e, W

Przygladajac sie nieréwnosci (4) widzimy, ze

e w przypadku matych wartosci y o zaakceptowaniu kroku decyduje wystepujace po prawej stronie €,yps,
e w przypadku duzych wartosci y o zaakceptowaniu kroku decyduje €,;.

Uwaga:  Jezeli rozwigzujemy uktad rownan rézniczkowych (y € R™), to wartosci bezwzgledne, wystepujgce w
nieréwnosci (4) nalezy zastqpié¢ uzywanymi normami.

3.3 Wybér nowej dtugosci kroku h

Ogladajac wzory na err(h) widzimy, ze po zmianie dtugosci kroku h na ah otrzymamy
err((ah) = aPTlerr(h).

Mozemy wiec, majac aktualnie policzona wartos¢ err(h), tak dobra¢ nowa dtugosé kroku hye,, = ah, aby z duzym
prawdopodobienstwem, od razu speli¢ warunek akceptacji kroku

Ynl + |Ynt1
‘6T7’(hne’u1)‘ < Merel + €abs.
Wystarczy spelnié nieréwnosé

Oép+167”l“(h)‘ S |yn|+|yn+1‘erel + €abs

2
wybierajac na przyktad

) ‘yn‘+|yn+1‘€ + €
a = 09 p+ 2 rel abs ) (5)
lerr(h)|

Wspolezynnik 0.9 - czasem zwany wspolczynnikiem bezpieczenstwa - ma na celu uwzgledni¢ ewentualny wzrost

bledu w przypadku przemieszczenia sie na sasiedni odcinek zmiennej niezaleznej po zaakceptowaniu kroku.

e UWAGA: przy KSERO znajduja sie jeszcze 4 strony z Hairera z metodami wlozonymi...

4 Zadania na ¢wiczenia i na pracownie

1. Zbada¢ rzad metody Butchera 6-go(???) rzedu; poréwnaé ja numerycznie z metoda Butchera rzedu 5-go.

2. Propozycja:
rozwiazywaé zadana metoda RR, ktorego rozwigzaniem jest wielomian, kolejno stopnia 1-go, 2-go,...
Jak dlugo otrzymujemy "wynik doktadny” ?

* * *



