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Wyklad 4: TEORIA — KILKA PODSTAWOWYCH TWIERDZEN DLA RRZW
METODY NUMERYCZNE — WPROWADZENIE

1 Teoria

Rozwigzujemy zagadnienie poczatkowe (ZP)

Zjl = f(xag)7 Zj(l‘o) = % (1)

zaktadajac, ze ¢ oraz f sg funkcjami wektorowymi
7: R—o>R™  f:R" 5 R™.
1.1 Kilka przydatnych twierdzen

(Matwiejew - rozdz. 5, Palczewski - rozdz. 3)

1. Twierdzenie (Cauchy—Peano) o istnieniu rozwigzania lokalnego
e Niech funkcja f(z,9) = f: R™T — R™ bedzie funkcja ciagla w obszarze domknietym

Q:{(Ivg) Ie[l’o*a, I0+a]a||gizj‘0||§b} = [I()*CL, $0+CL]X91,

zatem ograniczona: sup(, zeq |[f(z,9)|| = M.
Wtedy ZP (8) posiada rozwiazanie, okreslone na [z — o, z¢ + o], gdzie o = min{a, b/M}. O

2. Twierdzenie (Picard-Lindelsf) o jednoznacznosci rozwigzania

—

e Jesli funkcja f(z,.) spelnia w Q dodatkowo warunek Lipschitza wzgledem zmiennej ¢

— —

( istnieje stata L > 0 taka, ze ||f(z,71) — f(z,92)|| < L||th — #=|| dla wszystkich (z,#1), (z,92) € Q ),
to ZP (8) posiada jednoznaczne rozwiazanie, okreslone na [xg — «, g + @, gdzie o = min{a,b/M,1/L}. O

3. Twierdzenie o regularnosci rozwigzania
e Jedli funkcja f(z, %) posiada ciaglte pochodne do rzedu p > 0 wlacznie, to kazde rozwiazanie ZP (8) posiada
ciagle pochodne az do rzedu p+ 1. |
4. Twierdzenie o ciaglej zaleznosci rozwigzania od warunku poczatkowego (zo, %)

o Jedli funkcja f(z,9) jest ciagla, ograniczona i spelnia warunek Lipschitza wzgledem i w obszarze 2, to jedyne
rozwiazanie zalezy w sposob ciagly od danych warunku poczatkowego (xo, %) - O

5. Twierdzenie o ciagglej zaleznosci rozwigzania od parametréw RR
e Zal6zmy, ze funkcja

—

f(m,y’, i) =f: [xo—a,xo+al xQ xQW CRxR™ x RF — R™
jest ciagla,

—

f(z,., @) spelnia warunek Lipschitza ze stala Ly > 0 dla dowolnych (z, i) € [xg — a, zo + a] X Qa2

—

f(z,9,.) spelnia warunek Lipschitza ze stala Lo > 0 dla dowolnych (z,%) € [z — a, 2o + a] x Q.
Jesli ¢; @ [xo —a, zo +a] = R™ (i=1,2) spelniaja
v = f(mvgi;/zi)v ¥i(wo) = %o,
to I
153, i) = ol )| < P21 — ol (510! 1)
dla z € [z —a, zo + a . O

6. Twierdzenie o regularnej zalezno$ci rozwigzania od parametréw RR
e Zal6zmy, ze funkcja
flxyy,n) = f: RXRXR-=R

jest funkcja ciagtla i posiada ciagte pochodne czastkowe wzgledem y oraz u. Woéwczas rozwiazanie y(., u) ZP

y/ :f(x7ya:u/)7 y(.fo) = Yo,
posiada ciagle pochodne wzgledem p, i spelnia
d (Oy(x,p) Oy, )
i (5 = st 5 4 gyt
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1.1.1 Przyklad — istotno$é warunku Lipschitza dla jednoznacznos$ci rozwigzania

Rozpatrzmy ZP
v =y, y(z0) =0,
lft(')re spetnia zalozenia twierdzena 1, ale nie spetnia zalozen twierdzenia 2.
Scislej — zalozenia tw. 2 sg spelnione wszedzie poza prosta y = 0, ale nie sa spelnione na tej prostej. Jako wynik
otrzymujemy, ze przez kazdy punkt tej prostej przechodza trzy rozwiazania

9 3/2 9 3/2
n@ =0 = (3e-mw) . we=-(Ge-w)
1.2 Réwnania r6zniczkowe liniowe wyzszego rzedu
Liniowe RR rzedu m dla y = y(z) mozna zapisaé
ao()y ™ + ar @)y 4+ a1 (@)Y + am(2)y = f(@) (2)

z ciaglymi wspolczynnikami na [a,0] CR.
Definicje

e Jesli f(x) =0, to rownanie nazywa sie jednorodnym. O

o Jedli ag,...,a,, sa stalymi, to otrzymujemy liniowe RR ze stalymi wspélczynnikami;
w przeciwnym wypadku jest to rownanie ze zmiennymi wspélczynnikami. O

Twierdzenie. Rozpatrzmy rownanie (2) dla ag(z) # 0 w [a, ).

Niech zg € [a, b] oraz niech yg, y1,...,ym—1 beda dowolnymi m stalymi.

Istnieje jednoznacznie wyznaczona funkcja y = y(z) okreslona na [a, b], taka, ze y jest rozwigzaniem (2) speliajacym
warunki poczatkowe

y(o) =y0, ¥ (20) =y1seey YV (@0) = Yt - a

Twierdzenie. Liniowe, jednorodne RR (2) m-go rzedu z ag(z) # 0 w [a, b] zawsze posiada m liniowo niezaleznych
rozwigzan yi(x), y2(x),..., ym(z). Dowolne rozwiazanie rownania jednorodnego moze zostaé przedstawione w postaci
kombinacji liniowej tych rozwiazan

y(x) = cyi(x) + - + Cmym ()

poprzez odpowiedni dobor wspotczynnikéw cq, ..., ¢y, - |
Definicje
e Zbiér m liniowo niezaleznych rozwiazan yi(x), y2(x),..., Ym(x) jednorodnego RR (2) nazywa sie¢ the uktadem
fundamentalnym rozwigzaii robwnania. O
e Funkcja
Ye(x) = cry1(x) + ... + Cnym () (3)

(kombinacja liniowa zbioru fundamentalnego z dowolnymi wspoétczynnikami) nazywa si¢ rozwigzaniem gléwnym
réwnania jednorodnego (2). O

e Niech {y1,92,..,ym} C C((EZ;];) bedzie zbiorem m funkcji rzeczywistych. Wyznacznik

yi(x) ya(x) o ym(®)
W (y1, 42, - Ym) () = yll.sx) yéffc) y;,?(.x)
" V@) " V@) V@)
nazywa sie Wronskianem funkeji {y1,v2, ..., Ym } - O
Twierdzenie. m rozwiazan {y;(z), y2(z),..., ym(x)} roéwnania jednorodnego (2) tworzy uktad funkcji liniowo
niezaleznych na [a,b] wtedy i tylko wtedy gdy W (y1,¥y2,...,¥m) () # 0 dla co najmniej jednego punktu w [a, b].

d

Twierdzenie.  Niech y,(z) bedzie szczegdlnym rozwiazaniem niejednorodnego RR liniowego (2), oraz niech (3)
bedzie rozwiazaniem ogblnym réwnania jednorodnego.
Wtedy dowolne rozwiazanie y(z) rownania niejednorodnego (2) moze zostac¢ przedstawione w postaci ich sumy:

yY(@) = ye(2) + yp(z) = 1y1(2) + oo + Cmym(2) + yp(2) .
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1.3 RR liniowe rzedu m, o stalych wspélczynnikach
1.3.1 Roéwnania jednorodne

Sa to rownania postaci
"™ 4 ay™ Y 4+ a1y + amy =0 (4)

gdzie aq,...,a,, - wielkosci stalte.
Aby wyznaczy¢ rozwiazanie ogolne rownania (4) nalezy rozwiazaé¢ réwnanie charakterystyczne

AP+ N+ L ami A+ a, =0, (5)
tzn. znaleZé pierwiastki wielomianu charakterystycznego (5)

1. jezeli pierwiastki charakterystyczne \i,..., \; sa rzeczywiste i parami rézne, to do rozwiazania
réwnania (4) wchodzi suma
y(x) = c1eM® + ..+ cpe™T,

2. jezeli )\ jest k-krotnym pierwiastkiem charakterystycznym réwnania (5), to do rozwigzania ogdlnego
wchodzi sktadnik
(c1+cox+ ...+ ckxkfl)e)“ ,

3. jezeli wéréd pierwiastkow réwnania charakterystycznego (5) istnieja parami rézne pierwiastki
zespolone, np. A} = a3 +i61, A2 = as +if2, to do rozwiagzania ogolnego wchodzi suma

e ¥[cq cos(fiz) + cosin(Bix)] + €2[cz cos(fax) + casin(faz)],

4. jezeli pierwiastek zespolony A = a+if jest np. k-krotnym pierwiastkiem, to do rozwigzania wchodzi
suma
e“l(c1 + cox + ... + crxt ) cos(Bx) 4 (cha1 + Chpot + ... + copa® 1) sin(f8z)] .

1.3.2 Roéwnania niejednorodne

Prawa strona rownania (4) ma postaé¢ funkcji zmiennej niezaleznej:
y ™+ a4t a1y + amy = f(2) (6)
a wspoOtczynniki aq, ..., a,, pozostaja wielko$ciami staltymi.

Rownanie (6) rozwiazujemy w dwoch krokach:

1. w pierwszym wyznaczamy caltke ogolna rownania jednorodnego (4)
y(x) = cayr(x) + ... + cmym () ,

2. w drugim przeprowadzamy uzmiennianie statych — tzn. szukamy rozwiazania w postaci

y(@) = cr(@)y1(2) + o + e (@)ym(2) - (7)
e Przygotowujemy uktad rownan liniowych dla pochodnych ¢, ..., ¢,
dyi(z)  + @)+ .+ guum(z) =0,
dy(z)  + gl + .+ ) = 0,
A" @)+ @)+ e @) = ().

e Rozwiazujemy ulozony uklad, znajdujac zaleznosci

cll = fl('r)7 ,C;n = fm(x)a
e nastepnie catkujemy kazda z nich
c(z) = /fl(x)dx +C1, .. em(x) = /fm(a:)dx—i— Cm
i wstawiamy wyznaczone funkcje ¢1(z), ..., ¢n(2) do ogolnej postaci (7) szukanego rozwiazania...
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2 Metody numeryczne — wprowadzenie

Rozpoczynamy omawianie numerycznego rozwiazywania zagadnieri poczgtkowych Cauchy’ego dla réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych:

y = f(z,y), y(z0) = yo (8)
gdzie 'y : R — R™, a funkcja f : R x R™ — R™ jest (dla uproszczenia) wystarczajaco regularna funkcja.
Przypomnijmy, ze ciagto$é¢ funkcji f i spetnianie warunku Lipschitza wzgledem zmiennej y wystarcza dla istnienia i
jednoznacznosci rozwigzania rownania (8)...

Celem naszym jest uzyskanie przyblizonych wartosci yn+1 = y(zp+1) dla n =0,1,..., gdzie z, = nh, a krok
h > 0 jest maly.

Definicja. Metoda jednokrokowa nazywamy odwzorowanie y,i1 = ¢n(Tn,yn), to znaczy algorytm, ktory
pozwala wyznaczy¢ y,+1 jedynie na podstawie wartosci x,,, y,, h oraz rownania (8). a

2.1 Metoda Eulera

e metoda jawna Eulera — metoda zostala opracowana przez Leonharda Eulera w 1768r. Znajac y(z) i y'(z)
mozemy zaproponowaé przyblizenie y(x + h) ~ y(x) + hy’(x) z bledem O(h?), definiujac tym samym metode

Yn+1 ZY7z+hf(xn7Y'rL)7 n:O71a-~' (9)

Definicja Niech bedzie dane z* > z9. Moéwimy, ze metoda, ktéra dla dowolnych h > 0 tworzy rozwigzanie-ciag

Yn=Yn(h),n=0,1,...,(x*/h) jest zbiezna, gdy, jesli gdy h — 0 i ng(h)h iy x, to prawda jest ze y,, — y(z)
jednostajnie dla x € [zg,x*]. O

Twierdzenie. Jezeli funkcja f z rownania (8) spelnia warunek Lipschitza wzgledem zmiennej y, to metoda
jawna Eulera jest zbiezna.
Dowod na wyktadzie... (por. [Pa] str. 143-156, [Kr] str. 29-32, 196-198, [Iserles A.] Lecture 9 ) 0

Definicja. Rzedem ogolnej metody numerycznej yni1 = ¢n(2n,y0,¥1,-,Yn), Tozwiazujacej rownanie r6-
zniczkowe (8), jest najwieksza liczba catkowita p > 0 taka, ze

Y(@n+1) = on (20, ¥(20), ¥ (21), .. ¥ (wn)) = O(RP*)

dla wszystkich matych h > 0, n > 0 i wszystkich wystarczajaco regularnych funkcji f w réwnaniu (8). ]

Whiosek. Metoda jawna Eulera (9) jest metoda rzedu pierwszego. a

2.1.1 Modyfikacje metody Eulera
Mozemy zmodyfikowaé¢ wprowadzona metode Eulera tworzac ogolnie metode theta, dla 6 € [0,1):
Yn41 ZYn+h[9f($7laYn) + (1 70)f(xn+1aYn+1)]a n= 0;17“' (10)

e dla 6 =1 otrzymujemy jawna metode Eulera,
e dlaf €0,1) otrzymujemy metode niejawng Eulera; wtedy dla kazdego kroku trzeba rozwiazaé uktad m, na

ogo6! nieliniowych réwnan dla szukanego wektora y,, 1.
W szczegdlnosci wybor 6 = 0 oraz 0 = é daja metody znane pod nazwami:

e wzor wsteczny Eulera: Yo+l =Yn + M (Tnt1,Ynt1),
® wzor trapez()w: Yn+1 =Y¥Yn + Qh[f(‘rnv Yn) + f(xn+1, yn+1)] .

Wyznaczmy rzad metody niejawnej:
y(anrl) - Y(wn) - h[eyl(‘rn) + (1 - e)y/(xn+1)] =
1 1 1
[y(xn) + hy/(xn) + §h2y//(xn) + ghgym(xn)] —y(zn) — hoy/('rn) —h(l- 9)[y/(xn) + hy”(xn) + §h2ym($n)] + O(h4)

= (0 Y () + (50— DY (@) + O

Whiosek. Wzér trapezéw jest metoda rzedu 2, a w pozostalych wypadkach metoda niejawna Eulera
(10) jest metoda rzedu 1. O

Rozwiazywanie na ogo6l nieliniowych réwnan na y,41 mozna przeprowadzi¢ metodami iteracyjnymi (m. iteracji
prostych, m. Newtona, ...).

4
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3 Zadania na Cwiczenia i Pracownie

1. Sprawdzié¢, czy zagadnienie poczatkowe Z—Z = 5y5 , y(0)=0
posiada jednoznaczne rozwiazanie dla funkcji y = y(x).
2. Sprawdzi¢, czy zagadnienie poczatkowe Z—Z =5y, y(0) =1
posiada jednoznaczne rozwiazanie dla funkcji y = y(x).
3. Zagadnienie poczatkowe ma postaé u = u®, u(0) =uy >0 ze stala a > 0.

(a) Dla jakich « jest zagwarantowane istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania na calej potprostej = > 07

(b) Udowodni¢, ze dla o =2 i ug = 1 nie istnieje rozwiazanie okreslone dla wszystkich z > 0.

(¢) Udowodnié, ze dla a = % i up = 0 istnieje wiecej anizeli jedno rozwigzanie. Jak te rozwigzania wygladaja?

4. Ile rozwiazan zagadnienia poczatkowego

y/ = 2M> y(0) =0

taczy sie z osia (—o0, 00) 7 Jakie sa wzory rozwiazan?
5. Sprawdzi¢, czy rozwiazanie roéwnania oscylatora Van der Pola posiada lokalnie(?), globalnie(?) jednoznaczne

rozwigzanie...
{ yll = Yo,
vo = —ypite(l—ui) v,
6. Znalez¢ rozwigzanie ogolne
d2
%Z + 9y = 5sin(2z).
7. Rozwiaza¢ zagadnienia poczatkowe
1 24 44y =3cos(22), y(0)=0, y(0)=1,
2. Ly 1o 45y —3cos(3z), y(0)=1, 3 (0)=0.

8. Sprawdzi¢, czy ponizsze pary funkcji stanowia uktady liniowo zalezne, czy liniowo niezalezne na R
1. plx)=e3* and q(z) = 3@
2. plr)y=22+2+1 and q(z)=32>-20+1,
3. plz)=et and q(z) =e 4%,
4. plx)=1 and ¢(z) = cos(x).
Wykorzysta¢ Wronskian by odpowiedzieé...
9. Zadanie trudne numerycznie: Znalezé ogblna postaé rozwigzania r.r.

y"” = 400y — 401 sinx . (11)
Jak wyglada rozwigzanie zagadnienia poczatkowego z warunkami
y(0)=0, ¢ (0)=17

10. Sprawdzié¢, czy rownanie rozniczkowe okregu {(z(t),y(¢))} o promieniu 7 ma postac

y' =
! = —y.

z warunkiem poczatkowym: y(0) =0, =z(0)=r.
e Rozwiazaé to zagadnienie metodami: jawna Eulera, wzorem wstecznym Eulera oraz wzorem trapezéw na
odcinku ¢ € [0,50], wyznaczajac wartosci (Tp41,Ynt1) z odpowiednich wzorow.
e Narysowaé wyznaczone krzywe na plaszczyznie XY lub w przestrzeni XYT.
11. Zagadnienie poczatkowe
y =y (A = const), y(0) =1

rozwigzujemy

e metoda jawna Eulera,
e metoda niejawna Eulera,
e wzorem trapezow

na odcinku [0, 1] ze stalym krokiem h > 0. Przeanalizowa¢ jak beda wygladaé¢ rozwiazania numeryczne,
otrzymane tymi metodami dla A <0, A > 01 dla réznych, coraz mniejszych h.
Sprawdzié¢ poprawnosé rozumowania na komputerze.
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12. Analiza Numeryczna
To jest autentyczne, do$¢ dawne juz zadanie z Instytutu Fizyki Doswiadczalnej UWr, zwigzane z
liczeniem rozplywoéw zanieczyszczen wypuszczanych przez wysokie kominy. ..
W réwnaniu (12) wystepuje kilka parametrow, a wartosé jednego z nich — x nalezy dobrac jako te wlasciwa,
optymalna... na podstawie rozwigzan réwnania vy, ¥o, ...
Nalezalo wyznaczyé¢ wartosci  v1, ¥2,... bedace wszystkimi zerami réwnania (12) dla konkretnej
warto$ci parametru T

_ 1 G(r)
3 s _ 2
(=P —s (V1) = gre-w) (1+ 59 ) | (12)
wktorym  r =2, s=0.0448, G(r)=r(0.4911 —0.1018r — 0.0036787?) .
Wybrano zbior kolejnych wartosci parametru = = 8.08 : 8.08 : 80.8, pdzniej moga dojs¢ dodatkowe...

* * *



