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Wyklad 3:  MATEMATYCZNE METODY ROZWIAZYWANIA RR — C. D.
ROWNANIA ROZNICZKOWE PIERWSZEGO RZEDU

1 Jednorodne réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu

Termin jednorodnosci pojawit sie na poprzednim wykltadzie w odniesieniu do RR wyzszego rzedu. Dzi§ potrzebujemy
jeszcze drugiej definicji dla rownan rzedu pierwszego.
Rozpatrzmy postaé¢ ogoélna

dy
= = 1
2 = @), (1)
lub napisana w postaci rézniczkowe;j
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0. (2)

W obu postaciach rownan funkcja niewiadoma moze by¢ funkcja y = y(x) lub z = z(y) ...
Oto druga definicja funkcji jednorodnej
e funkcja f(z,y) jest nazywana jednorodna rzedu k jesli rownosé

fltz,ty) = t" f(z,y)

jest spetniona dla dowolnych z, y i t. a
Jesli funkcja f jest jednorodna rzedu zerowego, to RR (1) daje sie rozwigzaé.

e Przyklady

o f(z,y) = 2*cos (%) - f(tz,ty) = (tz)* cos (%) =t (m4 cos (%)) = t'f(z,y).

o M(z,y)=(2*-y?), N(z.y)=azy — M(tz,ty) = ((tz)* = (ty)*) = ?M(x,y),
N(tz,ty) = taty = t2N(x,y); obie funkcje sa funkcjami jednorodnymi, tego samego rzedu.

Zatem
e rownanie (1) nazywa sie jednorodnym jesli jego funkcja f jest jednorodng rzedu zerowego. a
I analogicznie

e rownanie (2) nazywa sie jednorodnym jesli M(x,y) i N(xz,y) sq obie jednorodnymi, tego samego rzedu. O

1.1 Jak rozwigzywaé réwnanie jednorodne — algorytm na przykladzie

Rozwiazmy réwnanie
(x? —y*)dx + zydy =0. (3)

Po zamianie zmiennej niewiadomej (np. y) wzorem y(z) = zu(z) zmienne dadza sie rozdzieli¢
y =u+ zu — dy = udr + zdu
i przeksztalcamy rownanie (3) do postaci
(2* = (zu)?) dz + (z(zuw)) (udz + zdu) = 0 — 2?dx + 2udu = 0 — dx + zudu = 0.

Ostatnie jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych; catkujemy
dx
/ udu = — | —
x

— = —In(|z]) + In(|¢|).

otrzymujac

Jeszcze trzeba wrocié do funkcji niewiadomej 1y
1 2
f(g) zln’g‘ — y? = 222 ln’g‘.
2 \x x x

I to juz prawie koniec...
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1.2 Czasem udaje sie przeksztalci¢ RR do postaci jednorodnej

41,6 4
Oto réwnanie y = 74y
2x%y

ktore nie rownaniem jednorodnym, ale mozna sprobowaé¢ podstawienia
k
y(x) = u®(x) (4)
z odpowiednim k tak, aby uzyskaé¢ jednorodnos$é. Sprawdzmy

41}6 _ u4k , 45(}6 _ u4k
Z - u = i1

To réwnanie bedzie jednorodnym jesli uda sie spelni¢ dwa réwnania

kuFhy = T
2r7u

6 =4k = 4+ (2k — 1)

za pomocyg jednej niewiadomej. Widzimy, ze jest to mozliwe, bo k = % jest dobre.
Rownanie zostaje przeksztalcone dla nowej zmiennej (4) do réwnania jednorodnego
w6
6 6 4— (7>
e A V-V
3ztu?

2
(u)
T
P7 Oponuj@ dOkOﬁczyé 7 Ozwiq;zywanie. ..

1.3 Roéwnanie postaci iy = f (%)

Mozna go zredukowaé do RR jednorodnego

e przez przesuniecie poczatku ukladu do punktu przeciecia obu prostych,
e jesli proste sie nie przecinaja, tzn. Az + By = k(ax + by), to rownanie przybiera posta¢ y' = F(ax + by),
e jesli rownanie ma postaé y' = f(ax + by + ¢), to wystarczy wprowadzi¢ nows zmienna u(z) = ax + by + c.

1.4 RR 2-go rzedu sprowadzalne do RR rzedu 1-go
(por. [Ge] rozdz. 1.9)

1. ' = f(z,y). Przyjmujac wu(z) = y'(z) otrzymujemy réownanie ' = f(z,u).
2.y = fly,y). Poszukamy 3’ = ¢(y) . Otrzymujemy rownanie na funkcje ¢
dq=f(y.q).

2 Dobrze- albo Zle- Postawione Zagadnienia

Zagadnienie poczatkowe (ZP)

1.y -%=0, y(0) =1.
Rozwigzaniem ogélnym jest y = cx i widaé, ze nie mozna spelnié¢ warunku poczatkowego 1 =c*0.
e Ale mozemy rozwazaé ZP postaci
' —$=0, z(1)=0 7z rozwiazaniem x=0.
2.y —¥4=-1 y(0) =1.
Rozwiazaniem ogélnym jest y = 1+ cx, a warunek poczatkowy jest spelniony dla dowolnego c. Zatem istnieje
nieskoniczona liczba rozwiazan.
3.y +4=0, y(0)=1.
C

Rozwigzaniem ogélnym jest y = £, ale wynik rozwazan jest taki jak w punkcie 1.

Jezeli istnieje jednoznaczne rozwigzanie, ktore spelnia warunek poczatkowy, to moéwi sie, ze zagadnienie zostalo

dobrze-postawione.
Jezeli nie ma rozwigzan lub istnieje nieskoriczenie wiele rozwiazan, to mowi sie, ze zagadnienie zostalo Zle-postawione.
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3 Uklady réwnan rézniczkowych

RR rzedu m wystepowaly poprzednio w dwoch postaciach

Jjawnej ym = fz,y,y, .y,

liniowej A () Y™ + a1 (2)y™ D L Far(2)y 4 aolx)y = f(z).
Dla formulowania twierdzen i dla metod numerycznych — wygodniejsza bedzie posta¢ wektorowa jednego rownania...

Wprowadzajac nowe funkcje y1 = v, ¥2 = 5., Ym = y™ Y, mozemy powyzsze rownania zapisa¢ w znacznie
wygodniejszej postaci ukladu normalnego réwnan

yll = f1($7y17”'7ym)7
y;n = f7b($7y1a'~-aym)7
lub krotko .
y' = fl@,9)

zaktadajac, ze ¥ and f sg funkcjami wektorowymi

Gg:R = R™,  fi:RM 5 R™.

4 Zadania na ¢éwiczenia lub laboratorium

1. Wyznacz RR rodziny okregow 2 + (y — b)? = b?, a nastepnie rodziny krzywych ortogonalnych do tej rodziny
okregéw. Narysuj obie rodziny krzywtch...

2. Sprawdzi¢ czy funkcja
x
t
ylx) ==z / 5t
1 t

jest szczegblnym rozwiagzaniem RR
22y —ay +y+ z¥sinz =0
w przedziale (1,+00).

3. (|Ge] 1.3.6) Rozwiazac¢ rownania jednorodne

a) ty =t+y, b) ¥ =%+,
c) yrdt+t2dy = tydy, d) ty =3y—2t—2./ty—t3,
e) ty =ty -y’ £ () =ty = (ty)* — y"
4. Czy podane funkcje sa jednorodnymi? Jesli tak, to ktérego rzedu? Jesli tak, to zredukowaé rownania do postaci
jednorodnej.
a) y =3x+4y, b) vy =3x+4y—2.,
c I 3021/2 3/2_2£, d I 3 3+x1/27
) y/ oy ; ) yl Y A
e) Y = argame f) y:sm(m);
5. Rozwiazad
d 2 .
0) $ = by =sin (307

6. (|[GS] 1.9.8) W belke o grubosci 12 cm wehodzi prostopadle kula z predkoscia 200 [m/s], a po przebiciu wylatuje
z niej z predkoscia 60 [m/s]. Sita hamujaca jest wprost proporcjonalna do kwadratu predkosci kuli. Wyznaczy¢
czas przelotu kuli przez belke.

7. Czy w komputerze prawda jest, ze

fa+h) - fa),

/ T
fz) = Jim h

8 Aczy a+ (b+c¢)=(a+0b) +c?
* * *



