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Wyklad 2: PODSTAWY — SPORO NAZW I DEFINICJI
ROWNANIA ROZNICZKOWE PIERWSZEGO RZEDU

Bywam w pok. 203 Instytutu Informatyki; prosze wazna poczte kierowaé na adres domowy...

1 Klasyfikacja rownan rézniczkowych (RR)
Gléwne dwa typy réwnan rézniczkowych to

1. Roéwnanie Roézniczkowe Zwyczajne (RRZw) — Ordinary Differential Equation (ODE) jesli réwna-
nie zawiera jedynie zwyczajne pochodne jednej lub wielu zmiennych niewtadomych, wzgledem jedynej zmiennej
niezaleznej (najczesciej jest to czas lub zmienna przestrzenna).

2. Rownanie Rézniczkowe Czastkowe (RRCz) — Partial Differential Equation (PDE) jesli réwnanie zawie-
ra pochodne czgstkowe jednej lub wielu zmiennych niewiadomych, wzgledem dwdch lub wiekszej liczby zmiennych
niezaleznych.

e Rzedem RR nazywamy najwyzszy rzqd pochodnej funkcji niewiadomej, jaki wystepuje w réwnaniu.

(a) RRZw 1-go rzedu: (y')? =sin(x), RRCz: y, =0 gdziey =y(t,x).
Ity dy d? .
(b) RRZw 4-go rzedu: %%d—ﬁ + % = f(z), RRCz Yy — YYszae = xsin(t),

(¢) ogolna posta¢ RRZw m-tego rzedu: F(x,y,y,...,y™) = 0. Wygodniejszym jest wzor jawny
y™ = @y y ey ™). (1)
Najczesciej w zagadnieniach naukowo—technicznych wystepuja RR pierwszego lub drugiego rzedu.

e Stopniem réwnania rézniczkowego nazywamy najwyiszq potege najwyzszej pochodnej funkcji niewiadomej,
ktora wystepuje w réwnaniv.
Wyzej — RR (a) jest réwnaniem stopnia trzeciego, podczas gdy (b) jest stopnia pierwszego.

¢ RR nazywa sie liniowym jesli w réwnaniu nie ma iloczyndw funkcji niewiadomej ani jej pochodnych przez siebie,
nie ma ich poteg innych niz 1, ani funkcje te nie sq argumentami funkcji nieliniowych.

Liniowe RRZw rzedu m dla y = y(z) ma postaé
ao(2)y™ + a1 (2)y ™Y + L Fame1 (2)Y + am(z)y = f(2). (2)
Jesli wspotezynniki RR (2) nie zaleza od x, to jest ono réwnaniem rézniczkowym o statych wspétezynnikach.

e RR nazywa sie nieliniowym jesli ktorys z powyzszych warunkéw nie jest spetniony.
Nieliniowe RR sa czesto bardzo trudne, a nawet niemozliwe do rozwigzania.

e Liniowe RR nazywa sie jednorodnym jesli zero nalezy do jego rozwigzari.
Rownanie liniowe i jednorodne posiada bardzo wazng wlasnosé:
jesli u i v sq jego rozwigzaniami, to ich kombinacja liniowa auw+bv (dla dowolnych rzeczywistych a i b) takze.
Liniowe RR (2) bedzie jednorodnym dla f=0.

e Liniowe RR nazywa si¢ niejednorodnym jesli nie jest réwnaniem jednorodnym.
e Jednorodne RR pierwszego rzedu — opowiem o tym nastepnym razem.

e Warunki poczatkowe. Jezeli wszystkie warunki, aby rozwigzaé sformutowane zagadnienie rézniczkowe, sq po-
dane dla poczgtkowej wartosci zmiennej niezaleznej — to nazywamy je warunkami poczatkowymi. A cate
zagadnienie nazywamy Zagadnieniem Poczatkowym (ZP) — Initial Value Problem (IVP).

e Warunki brzegowe. Jezeli warunki sq podane w punktach kovicowych zmiennej niezaleznej — to nazywamy je
warunkami brzegowymi. A cale zagadnienie nazywamy Zagadnieniem Brzegowym (ZB) — Boundary
Value Problem (BVP).
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e Rozwiazanie RRZw jest funkcjg, dokreslong na przedziale, ktéra spetnia RRZw dla wszystkich dopuszczalnych
wartosci zmiennej niezaleznej.

¢ Rozwiazanie ogolne RRZw. Jesli kazde rozwigzanie RRZw (1), rzedu m, moze byé otrzymane z m-parametrowej
rodziny funkcji (3)
G(z,y,c1,.-.,¢m) =0, (3)

to moéwimy, ze rodzina ta jest ogdlnym rozwigzaniem RRZw (1).

e Rozwiazaniem szczegélnym RRZw jest konkretna funkcja, ktéra spetnia RRZw na odpowiednim przedziale,
oraz spetnia jakies dodatkowe warunki, np. warunk: poczgtkowe lub brzegowe.
2 RRZw pierwszego rzedu — ré6wnanie o rozdzielonych zmiennych

Zakladamy, Zze RR dla funkcji y = y(x) da sie sprowadzi¢ do nastepujacej postaci
,_ [(@)

gy
Oznaczmy przez F, G funkcje pierwotne dla funkeji f i1 g. Wowcezas powyzsze rOwnanie mozemy zapisa¢ w postaci
G'(y)y = F'(z),
a po scatkowaniu obu stron wzgledem zmiennej x otrzymujemy zalezno$é
G(y(z)) = F(z) + ¢ (4)

7 dowolna stala c. Rownanie (4) jest uwiklana postacia szukanej funkcji y. Crasem jednak, bardzo waznym dla
rozwiazania jest wyznaczenie wzoru jawnego rozwigzania.

Jezeli np. zalozymy, ze g(y) nie znika na interesujacym nas przedziale, to zalezno$é¢ (4) mozna rozwiklaé, znajdujac
tym samym szukang posta¢ rozwiagzania. (Bo G'(y) # 0 oznacza, ze funkcja G jest funkcja monotoniczna swojego
argumentu...)

Dla przyktadu — rownanie okregu moze mieé¢ postaé niejawna 22 + 3% = 1

lub postacie jawne y=+v1—22, y=—v1—22 dlay=y(z), lub z=+/1—-9y?, z=—y/1—9y2 dlazxz=2z(y).

3 Rownania pierwszego rzedu — Rodziny krzywych, ortogonalno$é

3.1 Jak wyznaczy¢ RR rodziny krzywych

Rownanie (3) jest rownaniem m-parametrowej rodziny krzywych. Natomiast rownanie
(x—a)’ +(y—0)*=r" (5)

moze by¢ traktowane jako rodzina okregéw z jednym wolnym parametrem a, lub jako rodzina okregéw o
promieniu r z dwoma wolnymi parametrami — polozenie na plaszczyznie (a,b), lub ...

W pierwszym wypadku, jedli interesuje nas RR tej jednoparametrowej rodziny okregéw, musimy zrézniczkowaé
réwnanie (5) 1 wyeliminowaé z obu réwnan wolny parametr a.

Zal6zmy, ze interesuje nas funkcja y = y(x) i szukane réwnanie bedzie mieé postaé

d
%=g(x,y) lub  F(z,y,y) =0.

Rzad wyznaczonego RRZw powinien by¢ réwny liczbie wolnych parametréw w réwnaniu rodziny krzywych.

3.2 Krzywe ortogonalne do danej rodziny krzywych

Jesli wyznaczone RRZw jest rzedu pierwszego, to nie ma problemu ze znalezieniem RRZw dla rodziny krzywych
ortogonalnych do krzywych danej rodziny. Bedzie ono mie¢ postaé

d 1 1
Y lub F(m,y,—,)zo.
dx 9(z,y) Y

Jeszcze nalezy wyznaczy¢ ogolne rozwiazanie (z jednym wolnym parametrem) otrzymanego réwnania...



Adam Szustalewicz

Modelowanie zjawisk przyrodniczych W.2  09.10.2013
3.3 Przyklady (MATLAB)
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quiver.m :  pole kierunkéw — okregi

dwie rodziny krzywych ortogonalnych
4 Roéwnanie liniowe pierwszego rzedu

4.1 Niejednorodne réwnanie liniowe ¢’ + p(z)y = q(z)
Zalozmy, ze funkcje p i ¢ sa ciagte... Istnieja dwie mozliwosci. Oznaczmy: P(z) = [ p(z)dx.

e Uzmiennianie stalej. Najpierw rozwigzujemy rownanie jednorodne 3y’ + p(x)y = 0 otrzymujac

o) = cow ( [ -ploe). ©)

Teraz zastepujemy stalyg ¢ nieznang funkcja c(z), i nowe y wstawiamy do réwnania gléwnego. Otrzymujemy
réwnanie na c¢(x)

¢ (@) = q(z) P(a).

Rozwiazanie ogblne c(z), z dowolng stata C, wstawiamy do (6) i otrzymujemy rozwigzanie ogolne réwnania
liniowego, niejednorodnego.

e Czynnik catkujgcy. Druga metoda jest wyznaczenie czynnike catkujgcego ([Ge] example 1.4.5). Mnozymy
rownanie przez czynnik ¢(z), otrzymujemy

c(x)y’ + p(x)e(z)y = c(z)q(z).

Jako czynnik calkujacy c¢(x) winno spelnia¢ zaleznosé

Rozwigzujemy. Rozwigzaniem (dla const = 1) jest wprowadzone wczesniej P(x). Wykorzystujemy je sprowa-
dzajac réwnanie do postaci

(y P(z))" = q(z) P(z).
Wystarczy je jeszcze scatkowac... (por. Przyktad)

4.2 Przyklad

Niech p(z) i ¢(x) beda funkcjami kawalkami cigglymi na przedziale [a,b] i niech x¢ € [a,b]. Rozpatrzmy
zaganienie poczgtkowe

Y +pe)y=q(x),  y(zo) = vo-
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Jednoznacznym i ciggltym rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego jest
y(x) = exp_P(m)/ exp?’® q(t)dt + yo exp? (#0) =P (@)
xo
dla P(z) = [p(x)dz.

4.3 Rownanie Bernoulliego
y +p@)y=qx)y” dla reR\{0,1}. (7)

1= sprowadzamy réwnanie (7) do réwnania liniowego... (por. [Ge] rozdz. 1.5)

Wprowadzajac funkcje u =y
5 Zadania na ¢wiczenia lub laboratorium

1. Rozwiazaé, szukajac y = y(x)

2. Rozwiazaé, szukajac u = u(x,y), a pdzniej szukajac u = u(x,y, 2)

Uy =0, uy = 0, Ugzr = 0, Ugy = 0.

3. Wykresli¢ pola kierunkéw dla RRZw:

d y =-=%, e. Y =(a—byly, £y = -y-21-y7?,
g y =z he ¥ =52, i V=

Ktore z rodzin sa wzajemnie ortogonalnymi? Rozwiaza¢ RRZw...

4. Wyznaczyé i narysowaé rodziny krzywych ortogonalnych do podanych rodzin krzywych ([Ge] 1.6.6):

1
y?4+20t=0, C>0; t? —y? = C? t2—|—§y2=C’2; t? +y? = 2Ct; y = Ct?;

5. ([Ge] 1.4.8) Rozwiaza¢ zagadnienia poczatkowe

; b) Yy =2y+e —t y(0)
2 d) ty +2y=cost, y(§)=
1; N tw+y=tvt, y(1)=2

o RI=

a) y +ytant= 5, y(0)=

¢ty +y=te,  y(l)
e) y =2y+3t%,  y(0)

6. Rownania Bernoulliego ([Ge] 1.5.4, 1.5.5)

a) ¥ +y=y% b) dy = (y*e' —y)di;
o) ty—y’Int+y=0, yle)=1 d) ty*y +y* =1, y(1) =2;

7. (GRAFIKA i Bledy numeryczne)
zadeklarowaé trzy funkcje obliczajace wartosci (z — 1)® nastepujacymi algorytmami:

o y=2%-82"+282°— ... - (algorytm zwykly),
o y=..((zx—8)x+28)x—56)r+.. - (schemat Hornera),
e al=x-1;, a2=alxal; ad=a2xa2; y=adxad — (najmniej dzialan arytmetycznych).

Nastepnie narysowa¢ w jednym oknie wszystkie trzy wykresy na przedziale [0.98, 1.02], dobierajac tatwe do
rozréznienia kolory poszczegolnych krzywych (lamanych). Wybra¢ “dobra”™ kolejnosé rysowanych funkcji...

8. (GRAFIKA i Bledy numeryczne)
narysowaé okrag o promieniu 7.



