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Wykªad 2: Podstawy � sporo nazw i definicji

Równania Ró»niczkowe pierwszego rz¦du

Bywam w pok. 203 Instytutu Informatyki; prosz¦ wa»n¡ poczt¦ kierowa¢ na adres domowy...

1 Klasy�kacja równa« ró»niczkowych (RR)

Gªówne dwa typy równa« ró»niczkowych to

1. Równanie Ró»niczkowe Zwyczajne (RRZw) � Ordinary Di�erential Equation (ODE) je±li równa-
nie zawiera jedynie zwyczajne pochodne jednej lub wielu zmiennych niewiadomych, wzgl¦dem jedynej zmiennej
niezale»nej (najcz¦±ciej jest to czas lub zmienna przestrzenna).

2. Równanie Ró»niczkowe Cz¡stkowe (RRCz) � Partial Di�erential Equation (PDE) je±li równanie zawie-
ra pochodne cz¡stkowe jednej lub wielu zmiennych niewiadomych, wzgl¦dem dwóch lub wi¦kszej liczby zmiennych
niezale»nych.

• Rz¦dem RR nazywamy najwy»szy rz¡d pochodnej funkcji niewiadomej, jaki wyst¦puje w równaniu.

(a) RRZw 1-go rz¦du: (y′)3 = sin(x) , RRCz: yx = 0 gdzie y = y(t, x) .

(b) RRZw 4-go rz¦du:
d4y
dx4

d3y
dx3

d2y
dx2 +

dy
dx

= f(x) , RRCz: yt − yyxxxx = x sin(t) ,

(c) ogólna posta¢ RRZw m-tego rz¦du: F (x, y, y′, ..., y(m)) = 0 . Wygodniejszym jest wzór jawny

y(m) = f(x, y, y′, ..., y(m−1)) . (1)

Najcz¦±ciej w zagadnieniach naukowo�technicznych wyst¦puj¡ RR pierwszego lub drugiego rz¦du.

• Stopniem równania ró»niczkowego nazywamy najwy»sz¡ pot¦g¦ najwy»szej pochodnej funkcji niewiadomej,
która wyst¦puje w równaniu.
Wy»ej � RR (a) jest równaniem stopnia trzeciego, podczas gdy (b) jest stopnia pierwszego.

• RR nazywa si¦ liniowym je±li w równaniu nie ma iloczynów funkcji niewiadomej ani jej pochodnych przez siebie,
nie ma ich pot¦g innych ni» 1, ani funkcje te nie s¡ argumentami funkcji nieliniowych.

Liniowe RRZw rz¦du m dla y = y(x) ma posta¢

a0(x)y
(m) + a1(x)y

(m−1) + . . . ,+am−1(x)y
′ + am(x)y = f(x) . (2)

Je±li wspóªczynniki RR (2) nie zale»¡ od x, to jest ono równaniem ró»niczkowym o staªych wspóªczynnikach.

• RR nazywa si¦ nieliniowym je±li który± z powy»szych warunków nie jest speªniony.
Nieliniowe RR s¡ cz¦sto bardzo trudne, a nawet niemo»liwe do rozwi¡zania.

• Liniowe RR nazywa si¦ jednorodnym je±li zero nale»y do jego rozwi¡za«.
Równanie liniowe i jednorodne posiada bardzo wa»n¡ wªasno±¢:
je±li u i v s¡ jego rozwi¡zaniami, to ich kombinacja liniowa au+ bv (dla dowolnych rzeczywistych a i b) tak»e.
Liniowe RR (2) b¦dzie jednorodnym dla f ≡ 0 .

• Liniowe RR nazywa si¦ niejednorodnym je±li nie jest równaniem jednorodnym.

• Jednorodne RR pierwszego rz¦du � opowiem o tym nast¦pnym razem.

• Warunki pocz¡tkowe. Je»eli wszystkie warunki, aby rozwi¡za¢ sformuªowane zagadnienie ró»niczkowe, s¡ po-
dane dla pocz¡tkowej warto±ci zmiennej niezale»nej � to nazywamy je warunkami pocz¡tkowymi. A caªe
zagadnienie nazywamy Zagadnieniem Pocz¡tkowym (ZP) � Initial Value Problem (IVP).

• Warunki brzegowe. Je»eli warunki s¡ podane w punktach ko«cowych zmiennej niezale»nej � to nazywamy je
warunkami brzegowymi. A caªe zagadnienie nazywamy Zagadnieniem Brzegowym (ZB) � Boundary
Value Problem (BVP).
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• Rozwi¡zanie RRZw jest funkcj¡, dokre±lon¡ na przedziale, która speªnia RRZw dla wszystkich dopuszczalnych
warto±ci zmiennej niezale»nej.

• Rozwi¡zanie ogólne RRZw. Je±li ka»de rozwi¡zanie RRZw (1), rz¦du m, mo»e by¢ otrzymane z m-parametrowej
rodziny funkcji (3)

G(x, y, c1, . . . , cm) = 0 , (3)

to mówimy, »e rodzina ta jest ogólnym rozwi¡zaniem RRZw (1).

• Rozwi¡zaniem szczególnym RRZw jest konkretna funkcja, która speªnia RRZw na odpowiednim przedziale,
oraz speªnia jakie± dodatkowe warunki, np. warunki pocz¡tkowe lub brzegowe.

2 RRZw pierwszego rz¦du � równanie o rozdzielonych zmiennych

Zakªadamy, ¹e RR dla funkcji y = y(x) da si¦ sprowadzi¢ do nast¦puj¡cej postaci

y′ =
f(x)

g(y)
.

Oznaczmy przez F , G funkcje pierwotne dla funkcji f i g. Wówczas powy»sze równanie mo»emy zapisa¢ w postaci

G ′(y) y′ = F ′(x) ,

a po scaªkowaniu obu stron wzgl¦dem zmiennej x otrzymujemy zale»no±¢

G(y(x)) = F (x) + c (4)

z dowoln¡ staª¡ c. Równanie (4) jest uwikªan¡ postaci¡ szukanej funkcji y. Czasem jednak, bardzo wa»nym dla
rozwi¡zania jest wyznaczenie wzoru jawnego rozwi¡zania.

Je»eli np. zaªo»ymy, »e g(y) nie znika na interesuj¡cym nas przedziale, to zale»no±¢ (4) mo»na rozwikªa¢, znajduj¡c
tym samym szukan¡ posta¢ rozwi¡zania. (Bo G′(y) ̸= 0 oznacza, »e funkcja G jest funkcj¡ monotoniczn¡ swojego
argumentu...)

Dla przykªadu � równanie okr¦gu mo»e mie¢ posta¢ niejawn¡ x2 + y2 = 1
lub postacie jawne y =

√
1− x2 , y = −

√
1− x2 dla y = y(x), lub x =

√
1− y2 , x = −

√
1− y2 dla x = x(y) .

3 Równania pierwszego rz¦du � Rodziny krzywych, ortogonalno±¢

3.1 Jak wyznaczy¢ RR rodziny krzywych

Równanie (3) jest równaniem m-parametrowej rodziny krzywych. Natomiast równanie

(x− a)2 + (y − b)2 = r2 (5)

mo»e by¢ traktowane jako rodzina okr¦gów z jednym wolnym parametrem a, lub jako rodzina okr¦gów o
promieniu r z dwoma wolnymi parametrami � poªo»enie na pªaszczy¹nie (a, b), lub ...

W pierwszym wypadku, je±li interesuje nas RR tej jednoparametrowej rodziny okr¦gów, musimy zró»niczkowa¢
równanie (5) i wyeliminowa¢ z obu równa« wolny parametr a.

Zaªó»my, »e interesuje nas funkcja y = y(x) i szukane równanie b¦dzie mie¢ posta¢

dy

dx
= g(x, y) lub F (x, y, y′) = 0 .

Rz¡d wyznaczonego RRZw powinien by¢ równy liczbie wolnych parametrów w równaniu rodziny krzywych.

3.2 Krzywe ortogonalne do danej rodziny krzywych

Je±li wyznaczone RRZw jest rz¦du pierwszego, to nie ma problemu ze znalezieniem RRZw dla rodziny krzywych
ortogonalnych do krzywych danej rodziny. B¦dzie ono mie¢ posta¢

dy

dx
= − 1

g(x, y)
lub F

(
x, y,− 1

y′

)
= 0 .

Jeszcze nale»y wyznaczy¢ ogólne rozwi¡zanie (z jednym wolnym parametrem) otrzymanego równania...
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3.3 Przykªady (MATLAB)

quiver.m : pole kierunków � okr¦gi dwie rodziny krzywych ortogonalnych

4 Równanie liniowe pierwszego rz¦du

4.1 Niejednorodne równanie liniowe y′ + p(x)y = q(x)

Zaªó»my, »e funkcje p i q s¡ ci¡gªe... Istniej¡ dwie mo»liwo±ci. Oznaczmy: P (x) =
∫
p(x)dx.

• Uzmiennianie staªej. Najpierw rozwi¡zujemy równanie jednorodne y′ + p(x)y = 0 otrzymuj¡c

y(x) = c exp

(∫
−p(x)dx

)
. (6)

Teraz zast¦pujemy staª¡ c nieznan¡ funkcj¡ c(x), i nowe y wstawiamy do równania gªównego. Otrzymujemy
równanie na c(x)

c′(x) = q(x)P (x).

Rozwi¡zanie ogólne c(x), z dowoln¡ staª¡ C, wstawiamy do (6) i otrzymujemy rozwi¡zanie ogólne równania
liniowego, niejednorodnego.

• Czynnik caªkuj¡cy. Drug¡ metod¡ jest wyznaczenie czynnika caªkuj¡cego ([Ge] example 1.4.5). Mno»ymy
równanie przez czynnik c(x), otrzymujemy

c(x)y′ + p(x)c(x)y = c(x)q(x).

Jako czynnik caªkuj¡cy c(x) winno speªnia¢ zale»no±¢

c′(x) = p(x)c(x).

Rozwi¡zujemy. Rozwi¡zaniem (dla const = 1) jest wprowadzone wcze±niej P (x). Wykorzystujemy je sprowa-
dzaj¡c równanie do postaci

(y P (x))
′
= q(x)P (x) .

Wystarczy je jeszcze scaªkowa¢... (por. Przykªad)

4.2 Przykªad

Niech p(x) i q(x) b¦d¡ funkcjami kawaªkami ci¡gªymi na przedziale [a, b] i niech x0 ∈ [a, b]. Rozpatrzmy
zaganienie pocz¡tkowe

y′ + p(x)y = q(x), y(x0) = y0.
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Jednoznacznym i ci¡gªym rozwi¡zaniem zagadnienia pocz¡tkowego jest

y(x) = exp−P (x)

∫ x

x0

expP (t) q(t)dt + y0 exp
P (x0)−P (x)

dla P (x) =
∫
p(x)dx .

4.3 Równanie Bernoulliego

y′ + p(x)y = q(x)yr dla r ∈ R \ {0, 1} . (7)

Wprowadzaj¡c funkcj¦ u = y1−r sprowadzamy równanie (7) do równania liniowego... (por. [Ge] rozdz. 1.5)

5 Zadania na ¢wiczenia lub laboratorium

1. Rozwi¡za¢, szukaj¡c y = y(x)

y′ = 0, y′′ = 0, y′′′ = 0, y(4) = 0.

2. Rozwi¡za¢, szukaj¡c u = u(x, y) , a pó¹niej szukaj¡c u = u(x, y, z)

ux = 0, uy = 0, uxx = 0, uxy = 0.

3. Wykre±li¢ pola kierunków dla RRZw:

a. y′ = y
x , b. y′ = − y

x , c. y′ = x
y ,

d. y′ = −x
y , e. y′ = (a− by)y , f. y′ = (y2 − y − 2) (1− y)2 ,

g. y′ = sin x
sin y , h. y′ = sin y

sin x , i. y′ = − sin y
sin x .

Które z rodzin s¡ wzajemnie ortogonalnymi? Rozwi¡za¢ RRZw...

4. Wyznaczy¢ i narysowa¢ rodziny krzywych ortogonalnych do podanych rodzin krzywych ([Ge] 1.6.6):

y2 + 2Ct = 0, C > 0; t2 − y2 = C2; t2 +
1

2
y2 = C2; t2 + y2 = 2Ct; y = Ct2;

5. ([Ge] 1.4.8) Rozwi¡za¢ zagadnienia pocz¡tkowe

a) y′ + y tan t = 1
cos t , y(0) = 0; b) y′ = 2y + et − t, y(0) = 1

4 ;

c) ty′ + y = tet
2

, y(1) = 2; d) ty′ + 2y = cos t, y(π2 ) = 0;

e) y′ = 2ty + 3t2et
2

, y(0) = 1; f) ty′ + y = t
√
t, y(1) = 2;

6. Równania Bernoulliego ([Ge] 1.5.4, 1.5.5)

a) y′ + y = y2; b) dy = (y2et − y)dt;
c) ty′ − y2 ln t+ y = 0, y(e) = 1; d) ty2y′ + y3 = 1, y(1) = 2;

7. (GRAFIKA i Bª¦dy numeryczne)
zadeklarowa¢ trzy funkcje obliczaj¡ce warto±ci (x− 1)8 nast¦puj¡cymi algorytmami:

• y = x8 − 8x7 + 28x6 − ... � (algorytm zwykªy),

• y = ...(((x− 8)x+ 28)x− 56)x+ ... � (schemat Hornera),

• a1 = x− 1; a2 = a1 ∗ a1; a4 = a2 ∗ a2; y = a4 ∗ a4 � (najmniej dziaªa« arytmetycznych).

Nast¦pnie narysowa¢ w jednym oknie wszystkie trzy wykresy na przedziale [0.98 , 1.02] , dobieraj¡c ªatwe do
rozró»nienia kolory poszczególnych krzywych (ªamanych). Wybra¢ �dobr¡� kolejno±¢ rysowanych funkcji...

8. (GRAFIKA i Bª¦dy numeryczne)
narysowa¢ okr¡g o promieniu r.

* * *
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