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Wyklad 1:  WPROWADZENIE DO MODELOWANIA
ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS (ODE)

1 Informacje wstepne — przyktady zagadnien

Czym sa ODE? Roéwnania Roézniczkowe Zwyczajne naleza do rownan, w ktérych wystepuje tylko jedna zmienna
niezalezna — jest to najczesciej czas lub zmienna przestrzenna, a wszystkie pozostate zmienne sa funkcjami (i pocho-
dnymi funkcyj) wlasnie tej jednej zmiennej.

Roéwnania takie wystepuja w zagadnieniach technicznych, opisie zjawisk przyrodniczych, chemicznych... Klopotem
jest to, ze czesto nie potrafimy tych réwnan rozwiagzywaé dokladnie, w zamknietej postaci matematycznej i potrzebu-
jemy metod numerycznego rozwiazywania rozpatrywanych ODE z wystarczajaca dokladnoscig... Takie
metody beda gtéwna czescia tematyki naszych zajeé.

CIEKAWOSTKI
e The term cequatio differentialis or differential equation was first used by Leibniz in 1676 to denote a

relationship between the differentials dz and dy of two variables x and y...

Yet our hazy knowledge of the birth and infancy of the science of differential equations condenses upon a
remarkable date, the eleventh day of November, 1675, when Leibniz first set down on paper the equation®

1
/xdr = —z2.
2

e Differential equations date back to the mid-seventeenth century, when calculus was discovered independently by
Newton (c. 1665) and Leibniz (c. 1684).2

d

Na poczatek obejrzyjmy kilka prostych zagadnien opisywanych za pomoca ODE.

1.1 Rozpad radioaktywny

Zgodnie z prawem rozpadu radioaktywnego masa radioaktywnego obiektu rozpada sie z predkoscia proporcjonalna
do aktualnej masy obiektu.
Niech mase obiektu w czasie ¢t > 0 stanowi funkcja y = y(t). Wowczas prawo rozpadu oznacza zwiazek

dy
—_——= - 1
o ky (1)

w ktérym stata k£ > 0 oznacza wspolczynnik rozpadu.

e Rownanie (1) nalezy do najprostszych ODE i mozemy sprawdzié, ze jego analityczne rozwiazanie ma postaé
y(t) = ce” ¥ 7 dowolna stala c. Wartoéé¢ stalej moze byé interpretowana jako wartogé masy radioaktywnej w
chwili poczatkowej ¢ = y(0).

e Rownanie postaci (1) moze byé¢ rowniez zwiazane z opisem nagrzewania obiektu, chtodzenia, absorpcji lekow w
ciele, rozwoju populacji np. bakterii,...

e Gdyby rownanie (1) byto bardziej skomplikowanym ¢y’ = f(¢,y) itrudnym do rozwiazania, warto by sie przynaj-
mniej zorientowac jakie ksztalty posiadaja rozwigzania. Dlatego przydaloby sie przygotowaé pole kierunkéw
(direction field — zob. rozdz. 3). Pole kierunkéw pokazuje kierunki stycznych do rozwiazan w rozmaitych pun-
ktach obszaru (t,y) i celem naszym byloby poprowadzi¢ ksztalt krzywej z wybranego punktu poczatkowego
po obszarze tak, aby byla ona styczna do kierunkéw w punktach przez ktore przechodzi.

1Edward L. Ince, Ordinary Differential Equations, Toronto, 1978, str. 3, 529
2James C. Robinson, An Introduction to Ordinary Differential Equations, Cambridge, 2004, str. 1
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1.2 CIEKAWOSTKA - Calun Turynski

Jest to przyktad Zagadnienia Poczatkowego (ZP) dla rozpadu radioaktywnego w postaci
N'(t) = —kN(t) =z war. pocz. N(tg) = Np. (2)
Mozna sprawdzié, ze rozwiazanie przyjmuje postaé
N(t) = Ny e klt=to) (3)
oraz, ze spelnia RR oraz warunki poczatkowe. Z (3) wynika, ze ilo$¢ masy radioaktywnej maleje wykladniczo do zera.

e Okresem Polowicznego Rozpadu (OPR) dla konkretnego izotopu promieniotworczego nazywamy czas, w
ciagu ktorego ilosé tego izotopu zmniejsza sie o polowe i jest to zwiazane ze stala k wystepujaca w rownaniu.

Jesli tg =0, to N(tpol'owz‘czne) = %NO i zachodzi zwiazek

—kt —in(2). (4)

polowiczne

Jest to wzajemne powiazanie k oraz bpoiowicane -

e Rozwigzanie (3) stanowi podstawe metody datowania radioweglowego®. A oto istota tej metody
— Organizm zyjacy wymienia materie z otoczeniem i proporcja wegla radioaktywnego (C14) do stabilnego
(C12) w materii zywej jest taka jak w atmosferze i zasadniczo jest stala.

— Gdy organizm umiera (np. drzewo jest $cinane dla drewna, lub bawelna jest zbierana do tkania) wegiel
radioaktywny C14 zaczyna sie rozpadaé¢ zgodnie z modelem (2).

— Poniewaz OPR wegla C14 wynosi 5700 lat, mozemy wyznaczy¢ stala k z rownan (2) i (4) otrzymujac

n(2)

k=
5700

~ 1.216 x 1074, (5)

— Badajac stosunek ilosci wegla C12 do wegla C14 w probce badanego materialu mozna wyznaczyé¢ czas t
rozpoczecia sie procesu rozktadu wegla C14.

o W roku 1988 datowano metoda radioweglowa Calun Turynski. Pracowaly niezaleznie trzy grupy naukowcow: z
Arizony, Oxfordu i Zurychu. Probki wlokien Catunu zawieraly ok. 92% C14 w poréwnaniu z materig zywa.

o Wyrazenie dla t,
n(0.92)

to = 1988
0 t 121601

~ 1302 (6)

pokazuje, ze Calun powstal w Sredniowieczu...

3James C. Robinson, An Introduction to Ordinary Differential Equations, Cambridge, 2004, str. 7
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1.3 Rozwdj bakterii — wykladniczy wzrost populacji

Gdy bakteria rozwija sie w przychylnym dla siebie srodowisku, predkosé¢ wzrostu populacji jest proporcjonalna do
aktualnej wielkosci populacji. Gdybysmy wiec chcieli wyznaczy¢ krzywa y = y(t), obrazujaca wzrost populacji w
czasie, to wystarczy rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe
dy
i

z odpowiednim parametrem a > 0 charakteryzujacym predkos¢ wzrostu. (Porownaj zadanie 1.c)

ay

1.4 Jeszcze dwa proste modele

Ograniczony rozwdéj populacji. W wielu wypadkach obowiazuje zalozenie, ze populacja x(t) nie przekroczy

pewnej liczby C, zwanej dopuszczalng pojemnoscig Srodowiska. Nastepnym zatozeniem jest, ze populacja ro$nie

z predkoscia proporcjonalna (ze stala k) do réznicy miedzy stala C i aktualnym stanem populacji z(t). Zatem
x(t) spelnia

¥ =k(C—=x(t), zwar. pocz. x(to) = z0. (7)

Chlodzenie — prawo Newtona mowi, ze predkosé¢ chlodzenia obiektu jest proporcjonalna (ze staly k) do roznicy
pomiedzy temperatura T'(¢) obiektu i temperatura otoczenia Tptoc,. Otrzymujemy

T' = k(Totocz — T(t)), 2z war. pocz. T(ty) =Tp. (8)
Obydwa réownania (7) i (8) sa tej samej postaci, a ich rozwiazywanie nastapi w zadaniu 3.

1.5 Lisy i Zajace (prey—predator)

Wyobrazmy sobie teren, na ktorym zyja lisy y(¢) > 0 izajace x(t) > 0. Zajace rozmnazaja sie¢ w sposob wykladniczy.
Zajace nie gina same, ale gdy spotkaja sie z lisem, to najczesciej sa przez niego zjadane. Prawdopodobieristwo, ze zajac
spotka lisa i zostanie zjedzony, jest proporcjonalne do iloczynu obu populacji. Lisy rozmnazaja sie dzieki zywieniu sie
zajacami, a ging jedynie z choréb lub ze starodci...

Takie zalozenia pozwalaja utozy¢ réwnania rézniczkowe opisujace ten proces

{ cCiTotc =ax—fBry (= z(a—By))

d
Y=y +dry (=—y(y— o))

Od roku 1925 ten uktad rownan nazywany jest réwnaniem Lotki—Volterry. Aby narysowa¢ odpowiednig krzywa
na polu kierunkéw potrzebujemy jeszcze warunku poczatkowego np. dla t =0: z(0) = zg, y(0) = yo.
O tym, jak ten uktad ODE rozwiazaé¢ doktadnie, dowiemy sie pé6zZniej...

1.6 Drganie ciezarka na sprezynie
Doswiadczenie — do pionowego drgania wzbudzamy obiekt o masie m, podwieszony na sprezynie dtugosci L.

1. Wisi sprezyna diugosci L. Drganie na Sprezynie
2. Podwieszamy na niej obiekt o masie m. Sprezyna
naciaga sie o AL. Obiekt znajduje sie¢ w bezruchu
— obie sily sie rownowaza: sita mg ciezkosci obiektu
oraz skierowana do gory sita naciagu sprezyny, ktora

zgodnie z prawem Hooka jest réowna kAL dla pewnej L L
statej £ > 0. Rownanie rownowagi sit
F=mg—kAL=0. (9) TAL
3. WprowadZmy o pionowg OX skierowana w dét, z x=0 - 01

poczatkiem xz = 0 na wysokosci obiektu.
4. Teraz $ciggamy obiekt w dot do pktu zy > 0.
5. Bedziemy ignorowaé¢ wszelkie sity powodowane przez 0
otoczenie — np. sity oporu $rodowiska wobec ruchu...

Drugie prawo Newtona wzgledem x = z(t) brzmi
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mz"” =mg — k(z + AL) a dzigki (9) — ma"” = —kzx. (10)

Warunki poczatkowe z(0) = zo, 2'(0) = 0.

Latwo sprawdzi¢, ze rozwiazanie rownania (10), spelniajace warunki poczatkowe, ma postaé

—)

Gdyby istniala jeszcze sita oporu — proporcjonalna do predkosci obiektu, to powinnisémy dopisa¢ w réwnaniu (10)
skladnik rz’ dla r > 0, otrzymujac

ma” +ra’ +kxr=0.

W przyszilosci bedziemy rozpatrywaé réwniez réwnania wyzszych rzedéw...

2 Sposoby rozwigzywania
e Przypomnjmy sobie catke nieoznaczona
y(z) =c + / f)de.

Latwo sprawdzi¢, ze jest to wzor na rozwiazanie y = y(z) réwnania rézniczkowego

z warunkiem poczatkowym y(a) =c.

e Ale funkcja f pod caltka w (11) moze by¢ bardziej skomplikowana, np. f = f(z,y), i calka
x
) =yl + [ f (o)
xo

moze by¢ zbyt trudna do policzenia. W takim wypadku, dla krétkiego odcinka catkowania, mozna catke przy-
blizy¢ metoda prostokata. Aproksymujemy f(x,y(z)) =~ f(zo,y(x0)) dla x € [xg,z0 + h], gdzie h > 0 jest
male, i otrzymujemy wzorek

y(x) = y(a) + fla,y(a))(z —a). (12)

Skonstruowana metoda (12) jest znana jako metoda numeryczna dla ODE pod nazwa metoda Eulera® .
Zajmiemy sie nig i innymi w przysziosci...

3 Pole kierunkoéw, Izokliny

Zajmijmy sie rownaniem rézniczkowym

Yy = flz,y) dla  f(z,y)=+1-22—y2.

4Leonhard Euler (1707-1783)
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e Widaé, ze obszarem, na ktorym réwnanie jest
okreslone, jest jedynie koto jednostkowe.

e Poza kotem jednostkowym nie ma juz zadnych
rozwigzan rzeczywistych.

e Wyznaczmy wartosci funkcji f w rozmaitych pun-
ktach (z,y) kota jednostkowego.

e I narysujmy krotkie odcinki ilustrujace kierunki sty-
cznych do rozwigzan przechodzacych przez te punkty.

Rozwiazania numeryczne vy’ =sqrt(1- X2 - y2 )

e Otrzymujemy pole kierunkéw.

e Teraz trzeba narysowa¢ na tym polu kierunkéw
krzywe tak, aby byly one styczne do narysowanych
odcinkéw. Jesli nam sie to uda, to otrzymamy
rozwiazania rozpatrywanego ODE.

o Krzywe (z(t),y(t)), wzdtuz ktorych wartosci funkeji

f posiadaja takie same warto$ci nazywamy izokli-
nami -1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

4 Zadania na ¢wiczenia

1. Sprawdzi¢ czy podane funkcje sa rozwiazaniami odpowiednich
réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

a. y' =2 +y =0, y = we”,
b y" + 16y = 0, y(t) = acos(4t),
c. P'(t) = (a— bP)P, P(t) = 45t

d X =02-X)1-X), t=In2=X,

xr
e. ay —y—uzsin(x) =0, y==z /L4t napolprostej (0, +00),
0

f. Yy +2xy =1, y=e 7 fet2 dt +ce " .

2. W przysziosci udowodnié¢ wzory (4) i (6).

3. Dla obu réwnan (7), (8) narysowa¢ pole kierunkow; narysowaé kilka rozwiazan dla réznych wartosci stalej k...
W przysztosci rozwigzaé réwnania.

4. Sprawdzi¢ poprawnos$é rozwigzania réwnania (10).

5. Wyprowadzi¢ wzér na pochodna funkcji F' zdefiniowanej jako catka oznaczona

g(z)
F(z) = / h(z,t)dt
f(=)
w ktorej funkcje f, g, h posiadaja ciagle pochodne co najmniej pierwszego rzedu.
6. Naszkicowaé pola kierunkéw nastepujacych rownan:
, 1/a , 1 , sin x , siny

fr— = — ,: = fr—
vo=e v = an .y sny Y T s

Prosze zastanowi¢ sie nad ksztaltem krzywych bedacych rozwiazaniami...

7. Rzeka ma szeroko$¢ 100m (0 < s < 100). Rozktad predkosci pradu w poprzek koryta rzeki jest rowny:
v = 2sin(sw/100)[m/s]. Jak daleko zostanie zniesiona lodka prowadzona przez wiolarza prostopadle do osi
rzeki, jesli ptynie on od brzegu do brzegu ze stala predkoscia 2[m/s] ?

* * *



