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Wyklad 9: cCiacr Liczeows

1 Podstawowe definicje

1. Ciggiem liczbowym nieskoriczonym albo krotko ciggiem nazywamy funkcje a: Ny — R. a

2. Kolejne wartosci funkeji a : a(1), a(2), a(3), ... nazywamy wyrazami ciagu i oznaczamy:

ai, az, az, ... O

Same ciagi bedziemy oznaczaé: a, b, ¢ lub {a,} lub {a,}32,. Stosowane jest rowniez oznaczenie (ay).

3. Wyraz a, nazywamy wyrazem ogoélnym ciagu {a,}.

4. Ciag o wyrazach by = ap, (n1 <ng <..) nazywamy podciagiem ciagu {a,} ioznaczamy {an,}.

5. Ciag nazywamy:

stabo rosngcym lub niemalejacym jesli a., an+1 dla n e Ny,
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slabo malejacym lub nierosnacym jedli a, an+1 dla n e Ny,
Scisle rosnacym lub rosnacym jedli a, < an,41 dla n € Ny,
Scisle malejacym lub malejacym jesli a, > an,+1 dla n € Ny,
monotonicznym jedli jest ciagiem rosnacym lub malejacym,
slabo monotonicznym jesli jest ciagiem nierosnacym lub niemalejacym,
statym jesli jego wszystkie wyrazy sa rowne,
ograniczonym z goéry jesli istnieje liczba M taka, ze a, < M dla n € Ny,
ograniczonym z dotu jesli istnieje liczba m taka, ze a,, > m dla n € Ny,
ograniczonym jedli jest on ograniczony z gory i z dotu,

inaczej: jesli istnieje liczba M taka, ze |a,| < M dla n € Ny,
nieograniczonym jesli nie jest on ograniczony z goéry lub z dotu,

arytmetycznym jesli istnieje taka liczba r, zwana réznica, ze an,11 = an, +7r dla n € Ny,
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geometrycznym jesli istnieje taka liczba ¢ # 0, zwana ilorazem, ze an+1 = a, *q dla n € Ny, a

6. Uwaga: pewne wlasnodci ciagu moga by¢ prawdziwe od pewnego miejsca, tzn. dla n > N np. monotoni-

czno$é. Mowimy wtedy, ze prawie wszystkie wyrazy ciagu posiadaja rozwazana wlasnosé.

Pewne wlasnosci mozna wykorzystaé¢ (badac¢) dla ciagéw o wyrazach zespolonych...
7. Przyktlady:
(a) Rozp. ciag geometryczny {¢"} dla ¢ > 1:

" =[1+(@-D" = 1+n(g-1) > n(g—1).
(b) Teraz ciag geometryczny {¢"} dla 0 < ¢ < 1:

2 Dzialania na ciggach

suma: c=a+b: ¢, =a, +b, dla neNy,
réznica: c=a-b: ¢, =a, — b, dla neNp,
iloczyn: c¢c=axb: ¢, =a, xb, dla neNy,

iloraz: c¢=a/b: ¢, =a,/by, (by#0) dla neNy,
iloczyn przez liczbe: b =ax*xa : b, = axa, dla neNp,

kombinacja liniowa: ¢ = a*xa + 0*b : ¢, = axa, + 8*xb, dla neNp,



Adam Szustalewicz Matematyka dla informatykow I W.9 7.12.2004

3 Granice ciggow

Def. Liczbe rzeczywista g nazywamy granica ciagu {a,} jezeli Veso Inen; Vasn Jan — g] < €. O
Def. Ciag majacy granice nazywamy ciggiem zbieznym do tej granicy i piszemy:

lim a, =g lub lima, =g lub an — . a
n—oo

Uwaga. Ciag {a,} ma granice g witw gdy ciag {a, — ¢} ma granice 0.

Def. Ciag nie majacy granicy nazywamy ciggiem rozbieznym. a
Rozwazajac liczby rzeczywiste mozemy moéwié o rozbieznosci do +oo albo o rozbieznosci do —oo.
Rozwazajac ciagi zespolone {z,} moéwimy tylko o rozbieznosci do oo gdy |z,| — oo.
Dla przyktadu definicja moze by¢ nastepujaca:

Def. Mowimy, ze ciag {a,} jest rozbiezny do +oo jesli VRsM>0 INEN; VNion>N Gn > M. a
Tw. 1. Ciag zbiezny jest ograniczony. a
Tw. 2. Kazdy podciag ciagu zbieznego jest zbiezny do tej samej granicy. a
Tw. 3. Podciag ciagu rozbieznego moze by¢ zbiezny. a
Tw. 4. a, — lima, A b, —limb, A Vpen, an < b, = lima, <limb, . a
Tw. 5. (tw. o trzech ciggach) ap, =g N ¢yp =g N Vaen, an <b, <c¢, = b, —g. O
Def. Liczbe s nazywamy punktem skupienia ciagu {a,} jesli w kazdym otoczeniu (s—e, s+e) lezy nieskoriczenie

wiele wyrazow ciagu {an}. O
Tw. 6. (aksjomat ciaglosci) Kazdy niemalejacy i ograniczony z gory ciag liczb rzeczywistych jest zbiezny. a
Tw. 7. (Bolzano-Weierstrass) Kazdy ograniczony ciag liczb rzeczywistych posiada podciag zbiezny. a
Przyklady
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4 Zadania

1. Zbada¢ wtasnosci ciagow:
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(a) a,=1/n (b) a, =2+ ]cosn| (¢) an=2+4|cosnm| (d) a,=12 (e) Ton

nl
2. Zbadaé wlasnosci ciagow:

(@) an = (—1)"+! () a, = W (c) ay = 3rx@n=l) (d) an=vVnZ+2n—n

n!
. Udowodni¢ Tw. 2.
. Udowodnié, ze ciag zbiezny nie moze mie¢ dwoch roéznych granic.

. Poprawi¢ i udowodnié¢: (Vnen, Gn <A) ANa, — g = g<A.
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. Obliczy¢ granice:
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7. Udowodni¢, ze iloczyn ciggu ograniczonego przez ciag zbiezny do zera jest ciagiem zbieznym do zera.
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