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WYklad 8: LICZBY RZECZYWISTE, LICZBY ZESPOLONE

1

2

Podstawowe definicje

. Dzialaniem k-argumentowym, okreslonym na zbiorze A nazywamy odwzorowanie D : AF — A. a

Oznaczenia: D(ay,...a;), ai1Das, a stosujac jaki§ symbol, np. a+b.

. Jegli dziatan jest wiecej: Dy : A% — A .., D,: A¥ — A to definiujemy algebre: ozn. < A, Dy, ..., D, >. O

. Zbiér nazywamy zbiorem przeliczalnym jezeli mozna wszystkie jego elementy “ponumerowaé” elementami

zbioru Nj. O

. Kresem gérnym zbioru A w zbiorze B (zb. A jest ograniczony z gory oraz A C B) jest liczba, ktora jest

najmniejszym ograniczeniem od gory zbioru A i ktéra sama nalezy do zbioru B. ozn. sup A a

. Kresem dolnym zbioru A w zbiorze B (zb. A jest ograniczony z dotu oraz A C B) jest liczba, ktora jest

najwiekszym ograniczeniem od dotu zbioru A i ktéra sama nalezy do zbioru B. ozn. inf A O

Liczby

2.1 Naturalne (Natural) ozn. N
wygodne: N; = {a €N :a>1},

dziatania: +, * ,

wlasnosci dzialtan: przemiennosé, lacznosé, rozdzielnosé,

2.2 Calkowite (Zahl) ozn. Z: Z=A0, +1, -1, +2, =2, ...}

dziatlania: +, * ,

wlasnosci dzialan: przemiennosé, lacznosé, rozdzielnosé,

element zerowy wzgledem dodawania 0,

element przeciwny do a: —a (odwrotny wzgledem dodawania): Va €Z JyeZ z+y=0,

(grupa przemienna wzgledem dodawania).

2.3 Wymierne (Quotient) ozn. Q: Q= {§ pEZL N q€ Nl}

dziatlania: +, * ,

wlasnosci dzialtan: przemiennosé, lacznosé, rozdzielnosé,

element zerowy wzgledem dodawania 0,

element przeciwny do x: —z (odwrotny wzgledem dodawania): Va€Z JyeZ z+y=0,

(grupa przemienna wzgledem dodawania),

jedynka wzgledem mnozenia: 1,

element odwrotny wzgledem mnozenia do x (dlax #0): Ve €Z :2#0 JyeZ xxy=1,

(grupa przemienna wzgledem mnozenia),

algebra < Q, +, * > nazywa sie cialem.

inne dzialania: modul, potega, pierwiastek arytmetyczny, logarytm, (szczegoly na wykltadzie)

Aksjomat Archimedesa Ve Q IneN n>z,
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2.4 Rzeczywiste (Real) ozn. R
Definicje
1. liczba rzeczywista jest okreslona przez ciag liczb wymiernych, ktére ja przyblizaja:
14 141 1414 14142
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2. jest to liczba, ktéra posiada nieskoriczone rozwiniecie dziesietne,
3. liczba rzeczywista moze by¢ interpretowana jako punkt na linii prostej (osi liczbowej).
Tw. 1 Liczba rzeczywista jest liczba wymierng wt.i.t.wt. gdy posiada rozwinigcie okresowe.
(rozwiniecie skoriczone traktujemy jako okresowe z okresem réwnym 0) a

Przyklad: Liczby 0.1234567890101112131415..., 0.10100100010000...

Tw. 2 Liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalnie wiele.

nie sg liczbami wymiernymi.

Aksjomat kresu Kazdy niepusty zbiér A C R ograniczony z gory ma w zbiorze R kres gorny.

Zasada Dedekinda

przekrdj: niech A, B beda takimi niepustymi podzbiorami zbioru R, ze AU B = R.

Taki rozktad zbioru R nazywamy przekrojem jesli
1. zbiory A i B nie maja punktow wspolnych,
2. dla dowolnych liczb a € A, b € B zachodzi nieréwnos¢ a < b.

Tw. 3 jezeli powyzszy rozklad zb. R jest przekrojem, to zachodzi doktadnie jedna z dwdch mozliwosci:

1. w zbiorze A istnieje liczba najwieksza,
2. w zbiorze B istnieje liczba najmniejsza.

przedzialy: niech x < y. przedzialy wlasciwe: np. (z, y], niewlasciwe: np. (y, 00), (—o0, o0) =R.

Tw. 4 (liniowa gestosé zbioru liczb wymiernych)
W kazdym przedziale otwartym (x, y) CR, (z < y) lezy co najmniej jedna liczba wymierna.

modul, czesé catkowita 1. rzeczywistej (entier)

algebra < R, 4, * > jest ciatem.

2.5

1.

2.

Zespolone (Complex) ozn. C

jednostka urojona (ozn. i) jest rozwigzaniem réwnania 22 +1 =0, czyli: i2=—1 lub i=+/—1.

liczba zespolona z=x+yi : xz,y€R.

. liczba zespolona sprzezona z do z=x+yi: z=x —yi.

(d-d. wlasnosci sprzezenia = éwiczenia)

. modut liczby zespolonej: |z| = \/z? + y2.

(d-d. wtasnosci modutu 1. zespolonej = ¢wiczenia)

. interpretacja geometryczna liczby zespolonej

z=z+yl = Va2 +y?(cos¢ + ising) =

¢ — kat wyznaczony z doktadnoscig do 2k7w. Osie ukladu: Re, Im.

. argument gléwny 1. zespolonej: Arg(z) = ¢ : 0< ¢ < 2m.

re'?

O
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7.

10.

10.
11.

12.

wzory Moivre’a na mnozenie 1. zespolonych: 2z =7 (cos¢y +isingy), 22 =173 (cospy + isings)

Z1R2 = (T1T2) (COS(¢1 —+ ¢2) —+ iSiIl(gbl + ¢2)) .

. dzielenie, potegowanie, .

. pierwiastek z 1. zespolonej

2k 2k
Yz = V/r(cos¢ + ising) = {‘/?(cosw + isinw)
n

n

dla £=0,1,..n—1.
(istnieje n réznych n-tych pierwiastkow z 1. zespolonej z # 0)

algebra < C, +, x> jest cialem.

Zadania

. Udowodni¢, ze liczbe rzeczywista z rozwinieciem okresowym mozna przedstawi¢ w postaci % :p€eZ, geNy.
. Udowodni¢ niewymiernosé liczb: /2, /3, /5, V6.
. Zbadaé¢ wymiernoéé liczb: V243, vV2—v3, V5+6, V11 +6v2, V11 — 62, /11 +6v2+/11 — 61/2.

. Udowodni¢, ze zadna liczba wymierna nie moze by¢ najmniejszym ograniczeniem z gory zb. liczb wymiernych,

speliajacych nieréwnosé 2% < 2. (inaczej — liczby wymierne nie spetniaja aksjomatu kresu)

. Udowodni¢ wlasno$ci sprzezenia 1. zespolone;j:

S

z2

(@) ZTn=5+n () FFa-7:3 () (2)=

(d) Re(z) =2 (e) Im(z)=5%2 (f) zxz=|2)?

. Udowodnié¢ wlasnosci modutu 1. zespolone;j:

(@ [z/=0 (b) [2/=0&2=0 (c) Izl=1z|
(d) |z1 + 22| < 21| + |22] () |21 — 22| > |21] — 22| (F) |21 % 22| = [21] * |22]

. Narysowaé n-ty pierwiastek z jedynki.

. Jak zdefiniowa¢ za pomocy liczb zespolonych zbiér na plaszczyznie w postaci kota o promieniu 2 i $rodku w

punkcie (7, 100) ?

. Dla jakich z = (x,y) spelnione jest rownanie

(r—4)+ (y—Di

— 25
1+i !

Znalez¢ wszystkie liczby zespolone dla ktérych zZ = 22.

Kiedy liczba (z + yi)? jest liczba:
(a) rzeczywista (b) dodatnia (c) ujemna (d) wurojona

Dane sa kolejne wierzchotki réwnolegtoboku: z1, 22, 23. Znalezé czwarty wierzchotek.

* * *



