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WYklad ]_5' RACHUNEK CALKOWY FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ, CD.
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Calka oznaczona

. Zalozenia:  Rozpatrujemy funkcje f : R D [a,b] — R, okreslona na przedziale domknietym. Oznaczmy

przez m, M minimum i maksimum f w [a,b]. Podzielmy przedzial [a,b] na n podprzedzialow punktami {z;}:

a=rg<r1<...<x,=0b

oznaczajac
Az, =x; —xi_1 dla i=1,2,...,n.
. Def. Taki podzial oznaczamy przez A, a wielko$¢ ¢, = max Ax; nazywamy Srednica podziatu A,. O
. Def. Ciag {A,} nazywamy ciagiem normalnych podziatéw przedziatu [a,b] jesli nlin;o 0, =0. O
. Konstrukcja. W kazdym podprzedziale [x;_1,z;] wybieramy punkt &; . Niech:
m; =inf {f(x) : © € [x;_1, 3]}, M; =sup{f(z) : = € [wi_1,2i]}.

Tworzymy sumy:

on = f(&1)Axy + ...+ f(&) Az,

Sp = Mi1Azxy + ...+ m,Ax,,

Poniewaz Vi<i<n, m; < f(&) < M;, wiec

mb—a) < s, <op <S5, < Mb-—a).

. Interpretacja geometryczna.
. Tw. Niech f : [a,b] = R (ograniczona). Wtedy dla dowolnego normalnego ciagu podzialéw istnieja
granice skoriczone
lim s, lim S,
n—oo n—oo
i one nie zaleza od wyboru ciggu podziatéow. a
. Def. Granice ciagow {s,} i {S,} nazywamy calka dolng i calka gérna Darboux funkcji f. a

. Def. Jezeli obie catki Darboux (dolna i gorna) maja te sama wartos¢, to wartosé te oznaczamy

/abf(x)dx

i nazywamy calka oznaczona Riemanna funkcji f(x). (Funkcje f nazywamy funkcja catkowalnag w sensie
Riemanna.) Przedzial [a,b] nazywamy przedzialem catkowania, a i b — odpowiednio dolna i gérna

granica catkowania, a funkcje f — funkcja podcatkows. a
Tw. Kazda funkcja cigglta w przedziale [a,b] jest w tym przedziale calkowalna. a
Whniosek. Kazda funkcja ograniczona w przedziale [a, b], ktorej zbior punktow niecigglosci jest skonezony, jest
w tym przedziale catkowalna. a
. Tw. Kazda funkcja stabo monotoniczna w przedziale [a,b] jest w tym przedziale catkowalna. ]
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e f+g oraz Cf sa catkowalne: f:(f—i—g) dx = f;fdac + f;gdx, f:Cfda: = Cfabfda?,

o jesli f(z) <g(x) w [a,b], to f: flz)dx < ffg(x) dz,
e jesli c € [a,b], to ff fl@)de = [T f(z)dx + fcb f(z) dz.

. Wlasnosé. f:fda: = — [, fdz.

Tw. (o wartosci sredniej)

S odestcinglaw ol = Feeun ¢ £ = ¢ /() d.
Tw. (drugie twierdzenie o wartosci sredniej)
b b
fo sacingew 0l g@20 = ey [ S@o@)ds = 1©) [ go)de

. Tw. Zwiazek miedzy calka oznaczona i nieoznaczona
Niech f bedzie funkcjg catkowalna w sensie Riemanna w [a,b]. Okreslmy

F(x):/mf(t)dt dla a<xz<hb.

Wtedy F jest funkcja ciaglta w [a,b], a w kazdym punkcie z ciaglosci funkcji f posiada pochodna:

F'(z) = f().
. Tw. Niech f bedzie funkcja ciagta w [a,b]. Wtedy f posiada funkcje pierwotng F' i

b
/ f(@)dz = F(b) — F(a).

Wnhiosek. Jedli funkcje f, g maja ciagte pochodne w [a,b], to

b b b
/fg’dw = fg| - / frgdx.

. Wniosek. Niech: ¢ : [a,b] — [o, 8], [ : [o,8] — R beda funkcjami ciagltymi. Jesli ¢’ jest funkcja ciagta

w [a,b], to

b @(b)
/ F(6(2)) ¢ () dx = / £() dy.
a ¢(a)

Zastosowania geometryczne calki

. Obliczanie wielkos$ci pola ograniczonej figury plaskiej

Whniosek. Jesli f jest funkcja ciagla i nieujemna w [a,b], to pole P obszaru zawartego miedzy wykresem

funkeji y = f(x), osia OX oraz prostymi z =a i x =15, jest rowne

P /abf(a;)dx.

Tw. Jesli funkcje f1g sa funkcjami catkowalnymi w sensie Riemanna w [a, b, a C jest liczba rzeczywista, to:
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2. Obliczanie objetosci bryly obrotowej (wokot osi OX)

Whniosek. Jesli f jest funkcja ciagla w [a,b], to objetos¢ V' bryly obrotowej powstalej w wyniku obrotu
figury plaskiej ograniczonej wykresem funkcji y = f(z) na odcinku [a,bd], osia OX i prostymi z = a,

x =0b wokol osi OX, jest rowne
b
V = 7r/ f2(x) d. O

Whniosek. Jesli krzywa jest zadana rownaniem y = f(x) dla z € [a,b], a funkcja f ma ciagta pochodng
f’, to dlugosé¢ L tego odcinka krzywej jest réwna

L= /ab\/ 1+ [f'(z)) da. O

4. Obliczanie pola powierzchni bocznej bryly obrotowej

Obracamy wykres funkcji y = f(z) dla x € [a,b] wokol osi OX (f(x) > 0).

3. Obliczanie dlugosci tuku krzywej

Whniosek. Jesli funkcja f ma ciagla pochodna f’, to pole S powierzchni bocznej otrzymanej bryly jest
roéwne

5—27r/f 1+ @) d 0

5. Przyklad. Nalezy obliczy¢ objetosé elipsoidy obrotowej, otrzymanej przez obrot wokot osi OX elipsy

2 2

X

Obracamy wokodt osi OX krzywa y = by/1 — 2—2 okreslong na odc. [—a,a]. Otrzymujemy

a a
2 2
4
V = 7Tb2/1—%d1‘ = 2ﬂ'b2/1—x—2dx = —7ab?.
a a 3
—a 0
3 Calki niewlasciwe
Catka Riemanna zostala zdefiniowana dla funkcji ograniczonych i okreslonych na odcinku ograniczonym. Teraz

e funkcja jest catkowana na odc. [a,b), gdzie b< oo lub b=o00, lub

e funkcja f jest nieograniczona.

1. Def. Zalozenie: Vgc(qyp) istnieje catka Riemanna I(3) = faﬁf(x)dx

Jesli b = co lub funkcja f jest nieograniczona na [a,b), oraz istnieje granica éin}) 1(8), to granice te

nazywamy calka niewlasciwg funkcji f w [a,b). a
2. Przyklad.
/ d ) d h d
i x x
— = —_— — = 1 In(— e li 1 L= L7
/ T / x +/ x ai%l_ n( m)|71 + bir&(nx)\b
S1 S1 0
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4 Zadania

2 3

1. Policzy¢ pole ograniczonego obszaru wyznaczonego krzywymi y =z* i y = z°.
2. Policzy¢ objetosé bryly otrzymanej przez obrot krzywej y = sinz na ode. [0, 7] wokoél osi OX.
3. Obliczy¢ objetos¢ kuli o promieniu R.

4*. Obliczy¢ dltugosé tuku krzywej y = Inz zadanej na odcinku [1,2]. (Podstawi¢ ¢t = va? + 1.)

0o 5
5. Obliczyé: f H_%dx, [
—o00 0

Jr—1

—r dla z<0,
2?2 dla 0<x <1,

1—(z—1)? dla 1<z<2,
0 dla 2<z=z.

5. Wyznaczy¢ funkcje pierwotna dla funkcji flx) =

Uzasadnié, ze to da sie zrobié.



