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WYklad ]_4' RACHUNEK CALKOWY FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ

1 Calka nieoznaczona

1. Zalozenie: rozpatrujemy funkcje f : R 2D D — R, okre$lona na przedziale otwartym D.
(D moze by¢ przedziatem nieskoriczonym.)

2. Def. Kazda funkcje F' rozniczkowalng w D i spelniajaca warunek
F'(z) = f(x) dla  ze€D

nazywamy funkcjg pierwotna funkcji f lub catka nieoznaczona funkcji f. Funkcje pierwotna oznaczamy:

/f(x) dx lub /f O

3. Uwaga. Funkcja pierwotna nie jest okreslona jednoznacznie. Funkcja F'+ C dla C € R jest réwniez funkcja
pierwotna. Zatem ogélnie piszemy:

/f(x)d:c:F(a:)—l-C. O

4. Tw. Jedli F, G sa funkcjami pierwotnymi dla funkcji f, to ich réznica F' — G jest funkcja stala. a

5. Funkcje pierwotne dla funkcji elementarnych

f(z) | F(z) = [ f(z)dz Warunki
x® gt a#-1 N zeRy
e e
a® == a® ac R\ {1}
1 In |z| z e R\ {0}

sinz — COs T

coszT sin x

ﬁ tanz x# 5+ km
ﬁ —ctgzx x#kw
ﬁ arcsin x z e (-1,1)
H-% arctan x

6. Tw. Niech F, G beda funkcjami pierwotnymi dla funkcji f, g na D. Wowczas

Vo, BeR aF + 0G jest funkcjg pierwotna dla af + 0Bg

Jar+pg=alr+sfq .

1 zachodzi réwnosé
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2 Metody calkowania
1. Calkowanie przez czesci

Tw. Niech f, g beda funkcjami rozniczkowalnymi w D i niech fg’ posiada funkcje pierwotng. Wowczas
funkcja f’g posiada funkcje pierwotng i zachodzi wzor:

/f’g = fg — /fg’- O

/lnx7 /ewsinx

Przyktady.

2. Calkowanie przez podstawienie
Tw.  Niech:

F' jest funkcja pierwotng funkcji f,
[ (ab) = R,
¢ : (a,08) — (a,b) jest funkcjy rézniczkowalng.
Wowezas funkcja pierwotna dla (f o ¢)(x)¢'(x) jest (F o ¢)(x) i zachodzi wzor:

Przyklady.
dz / dz
_—, V14 22de, /7
/aas—|—b Va3 (1+ /x)
3. Wzory rekurencyjne (przykltad)
dla n>2:
/sin”xdm = /sinx sin"laodr = /(— cosz) -sin" tadr =
= —cosz-sin" 'z + /(n —1cos’z -sin" ?xdr =
= —cosz-sin" 'z + /(n —1)sin" ?xdr — /(n —1)sin"zde =
czyli
n/sin"xdx = —cosz-sin" 'z + (n— 1)/sin"72xdx
i ostatecznie L )
/sin"xdx = ——cosx-sin" tx + (1-— 7)/sin”72xdaﬁ.
n n
Przyktad.
I = / v
(14 22)n
Zachodzi zwiazek:
j 2n —3 I n 1 T
K T 2(n—1) (1+a2)n1

2. Calkowanie funkcji wymiernych

a). sprowadzanie do ultamkéw prostych

wi () wy () -
= = st.(wq) < st.(w i A<O
wy(@) — (z—w)" (@ +prt+ )" (st.(wn) < st.(wg) )
= 4+ SR PR L) 22 + Co x+

(x—z1)  (z—m)? (x—z)"  (@+prtq @ +prt+e? T (@ +prtqm
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b). obliczanie calek

/ 1 { Injz—a|+C dla n=1,
——dr = 1

W+O dla n>1.

/ Bx+C Q= E/ 2x +p dr + (C_Bp>/ dx
(24+pr+qk " 2 ) (a2+pr+g)* 2 (22 4+ px + q)*

to sie daje scalkowaé:

p\2 A A z+ L
x2+p$+q = ($+§) _Z = _Z ( TAQ) +1
2
zamiana: ( p)
$+§ vV—=A
?A =1 = dx = Tdt
/ dx _/ Ay (_A)%—’“/ dt
(2 +px+q)k (%)k(ﬁ_’_l)k -\ 4 (t2 4+ 1)k
Przyktlad.

3 Zadania

1. Policzy¢ calki

5_4 3 2_2 1
/ac v T dx /xge””dx /xsinxdﬂc /xln|x|dw

22

2. Wyznaczy¢ wzor rekurencyjny dla [ cos™ xdx .
3. Roztozyé na utamki proste funkcje:

T2 +1 522 — 11z
(x +3) (22 —1) (22 +2)(x —1)2

3x
/x3_1dx

/ 2z +3 du
(22 + 22 + 4)2

* * *

4. Policzy¢ catke

5. Policzy¢ catke



