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WYkla:d ]_3: FUNKCJE RZECZYWISTE C.D: POCHODNA FUNKCJI

1 Z materialéw Jarostawa Wroblewskiego (dla chetnych)

1. PRAWDA CZY FAI1SZ?

e Jezeli ciagi (an) i (by,) sa rozbiezne, to ciag (a, + by,) jest rozbiezny.

Jezeli ciag (ay,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a, + b,) jest rozbiezny.

Jezeli ciag (ay,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (anb,) jest rozbiezny.

Jezeli ciag (an) jest zbiezny, ciag (b,) rozbiezny, a ponadto obydwa ciagi maja tylko wyrazy dodatnie, to
ciag (anby,) jest rozbiezny.

o Jezeli (ay,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego granica jest liczba dodatnia.
2. Niepotrzebne skreslié. W kazdej parze ramek tylko jedna zawiera sensowne uzupelnienie tekstu matematycznego.
Twierdzenie Niech A i B beda niepustymi zbiorami ograniczonymi.
Niech C={a—b: a€ ANbe B}. Wtedy infC' = [infA — supB[supB — infA] .
Dowéd: Niech d =infA i g = supB.

Wtedy z warunku d = infA wynika, ze

(1) v |3 |la<dla>d

acAlacA

oraz

(2) % 3‘ V]3]la<dte]a>d—¢].
e>0]e>0] |acAlacA

Podobnie z warunku g = supB wynika

R AR = e

oraz
(4) 3|[v]3]b<gte[b>g—¢l.
e>0| [beB|beB

Chcemy wykazac, ze infC = e, gdzie e : , czyli, ze

(5) VI]3l|lec<ele>e

v

e>0

ceC|ceC

oraz

(6) vIally El"c<e+€|c>ef€‘.
e>0]e>0] [ceC|cel

[W dowodzie warunku (5) skorzystamy z (1) i (3).]

[Zakladajac (5) wykazemy prawdziwos¢ warunkow (1) i (3).]

[Dowolna|Istnieje] liczba ¢ € C bedacal| postaci ¢ = a — b, gdzie a € A i b € B. Z nieréwnosci
i otrzymujemy

la—b<ela—b>el|, codowodzi (5).

| Zatozmy |Wykazemy | teraz prawdziwos¢ warunku (6).

]Niech € bedzie dowolna liczba dodatnia. Wtedy‘

’Znajdziemy taka liczbe dodatnia €, dla ktérej‘

istnieje a € A takie, ze ’a >d— Ela <d+ %‘ oraz b € B takie, ze

’b <g-+ €Ib >g— %‘ . Zatem liczba ¢ = a — b spelnia nier6wnosé

’c< €+EIC> e—s‘ , co koniezy dowod warunku (6). a
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3. Czy istnieje ciag (a,) taki, ze (poda¢ przyktad lub dowiesé, ze nie istnieje) :

o0 o0 o0
e Szereg > ay jest zbiezny, szeregi Y agn—11 Y, a2, sa rozbiezne.
n=1 n=1 n=1

o0 o0
e Szereg > a, jest rozbiezny, szereg Y. (az,—1 + aay,) jest zbiezny.

n=1 n=1

o0 o0
e Szereg > a, jest rozbiezny, szereg Z (agn-1 + agy,) jest zbiezny, lim a, =0.
n=1 n=1 n— o0

4. Postaraj si¢ zrozumieé sens ponizszych warunkéow (niektore nie maja zbyt glebokiego sensu), gdzie f jest funkeja,

2

ac,x,ylzprzebiegaja liczby rzeczywiste, na tyle, aby stwierdzi¢, czy funkcje dane wzorami z=, sinz, x + 7,

2% + 16, 27 je spelniaja.

@ 3f@>a  0) YIV@+fW =z () V@)= (@) V3 f@)>e
() 3vf@)>e  (©) ag0f<m>>e (8) v 3f(x)>e (B) v 3l <<
M 33/@=c O yI@+iwEe W) ¥ 3 v @)=t

5. Znalez¢ dziedzine oraz punkty ciaglosci i nieciagtosci funkeji f, jesli f(z) dane jest wzorem:

3

(a) sgn(sinz) (b) 4= (c) sgn(z® —x) (d) [2] - [Vl () |[[z+3] -2

6. Oszustwo (przykltad funkcji nieciaglej): Funkcja f(z) = 22 jest nieciagla.

Dowéd: Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zaktadajac, ze funkcja f jest ciagla, wezmy w definicji Cauchy’ego
cigglosci e = 1. Wtedy istnieje takie § > 0, ze dla y speliajacych nieréwnosé |y — z| < § zachodzi |22 — y?| < 1.
Jednak ta ostatnia nier6wnos$é nie zawsze jest prawdziwa, gdyz dla x > % iy=a+ g otrzymujemy |22 — y?| =
xd + 54—2 > 1. O

7. Oszustwo Niech f,g :[0,1] — [0,1] beda takimi funkcjami ciagltymi, ze f(0) = 5, f(1) = 7, g(0) = 8,
g(1) = 4. Wtedy istnieje takie ¢ € (0,1) , ze f(c) = g(c).

Dowéd: 7 wtlasnosci Darboux funkeji ciaglych zastosowanej do funkeji f wynika, ze dla pewnego ¢ € (0,1)

mamy f(c) = 6. Podobnie stosujac wlasno§¢ Darboux do funkcji g otrzymujemy g(c) = 6. A zatem

f(e) = g(c) , co nalezalo dowiesé. O
2 Jednostajna cigglo$é funkcji

1. Def. Funkcje f:R DO D — R nazywamy jednostajnie ciagla jesli

Ves0 3550 Va,yeD lr—yl<d = |[f(x)—f(y)l<e,

lub
Viesddyntcp  (@n—yn) — 20 = (f(zn) = f(yn)) — O,
wygodna jest interpretacja intuicyjna z tulejkq (na wyktadzie...) a
2. Tw. Cantora. Funkcja ciagla na odcinku domknietym jest jednostajnie ciagta. a
3. Wnioski.

e Jedli funkcja jest ciagta na odcinku otwartym (a, b) i posiada jednostronne granice wlasciwe w punktach

a, b, to jest funkcja jednostajnie ciagla. a
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e Jesli funkcja jest ciagla na R i posiada granice wlasciwe w —oo, 400, to jest funkcja jednostajnie ciagla.O

4. Def. Mowimy, ze funkcja f: R 2 D — R spelnia warunek Lipschitza ze stala L > 0, jesli

Vayep  [f(x) = f(y)l < Llz -yl =

3 Rozniczkowanie funkcji

1. Def.  Niech funkcja f bedzie okreslona w otoczeniu punktu zy € R. Moéwimy, ze funkcja f jest rézni-

czkowalna w x jesli istnieje i jest skoniczona granica ilorazu réznicowego: lim %ﬁzo) Granice te

oznaczamy o
af| - _ f(z0) = lim f(z) = f(zo)
dx 20 z—zo T — Xg
i nazywamy pochodng funkcji f w punkcie z . a
Wygodnie jest stosowaé rownowazna formute
. +h) — f(z)
o S |
f(@) s h
2. Interpretacja geometryczna, przyktady
3. Tw. Jedli funkcje f i g sa rozniczkowalne w punkcie x , to
(a) (af £89) (z0) = af'(zo) £ B9 (z0) dla «a, BER,
(b) (f-9) (o) = f'(w0) - g(z0) + f(0) - g'(x0),
Vi ’ ’
(c) (5) (z0) = £ (mo)'g(x;l&({)(zo)'g @) zalozenie: g(wo) # 0,
(d) (f_l)/ (f(z0)) = m przy zalozeniu, ze f'(xzg) # 0. O

4. Tw. Jedli funkcja g jest rozniczkowalna w xg, a f jest rozniczkowalna w yo = g(zo) , to

(fog) (z0) = £ (g(x0)) - g'(x0) - U
5. Przyklady
6. Tw. Jedli f jest rozniczkowalna w xg , to jest ciaglta w xq. a
7. Tw. Jedli f jest rozniczkowalna w zy oraz posiada lokalne ekstremum w tym punkcie, to f/(zg) = 0. a

8. Def.  Jesli funkcja f : (a,b) — R jest rozniczkowalna w kazdym punkcie (a,b), to mowimy, ze funkcja f

Jest rézniczkowalna w przedziale (a,b). Oznacza to, ze istnieje nowa funkcja: pochodna funkcji f
"+ (a,b) — R. O
9. Wniosek. Analogicznie mozemy wprowadzi¢ pochodne wyzszych rzedow:
Y =0 G = () =g,
10. Tw. Rolla (o wartosci $redniej) Jesli f jest ciagta w [a,b], rézniczkowalna w (a,b) i f(a) = f(b) =0, to

Ece(a,b) : f/(C)ZO. O
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4

1.

. Tw. Cauchy’ego (o wartosci $redniej) Jesli f jest ciaglta w [a,b] i rozniczkowalna w (a,b), to

Jee@n )= fla)g'(c) = [9(b) —g(a)] f'(c).

. Tw. Lagrange’a (o wartosci sredniej) Jesli f jest ciagta w [a,b] i rdzniczkowalna w (a,b), to
3CE(a,b) : f/(C> =

Czesto korzystamy z nastepujacej postaci tego wzoru:

Jge1) = fl@o+h) = flzo) + f'(xo+0h)h.

wt.i.t.wt. gdy

Vae@y @ fl@)=0 (f(2)>0, fl(z)<0, fi(z)<0, f'(z)>0).

(h > 0) oraz posiada n-ta pochodna w (xg, zo + h). Wtedy

f’(wo)th f”(ﬂﬁo)thr [ (20)
!

3+ ...
1 91 3 ot

f("fl)(xlo) R 4 f(”)(xo'Jr 6 h)

Joec,) @ flxzoth) = f(zo)+ (n—1) nl

Zadania

Zbada¢ jednostajng ciagto$é¢ funkcji

(a) sinznaR (b) arctanz na R (c) sini na (0,1) (d) Inz na (0.5,2) (e) zsinznaR

x
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Whniosek.  Funkcja f rozniczkowalna na (a,b) jest stala (rosnaca, malejaca, nierosnaca, niemalejaca)

Tw. (wzoér Taylora) Niech funkcja f posiada ciggle pochodne do rzedu n — 1 w przedziale [zg, ¢ + h]



