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WYklad ]_2' FUNKCJE RZECZYWISTE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

1. Przypomnienie Relacja, funkcja, dziedzina, przeviwdziedzina, injekcja, surjekcja, bijekcja, f. monotoniczna,
f. odwrotna, obraz zbioru, przeciwobraz zbioru, suma, iloczyn, ztozenie funkcji...

2. Def. Funkcje f:R 2O D — R nazywamy funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywistej. a

3. Przyklad Ciag o wyrazach rzeczywistych jest funkcja f : R D N; — R. a

1 Granica funkcji w punkcie
1. Niech zp € R. Moéwimy, ze funkcja f : D — R ma w punkcie 2y € R granice wlasciwg rowna ¢ jesli:

l.a Def. ciggowa (Heinego)
Viz.} C D\{z0} T, —x9 = f(r,)—9g.
1.b Def. otoczeniowa (Cauchy’ego)

Ves0 3550 VaeD r—20| <6 = |f(xn) —g|l<e.

Piszemy wowczas: lim f(z) = g. O
T—x
2. Tw. (réwnowaznosé def. Heinego i Cauchy’ego)
Funkcja f ma w punkcie xy € R granice rowng g w sensie Heinego wt.i.t.wt. gdy ma te granice w sensie
Cauchy’ego. a

3. Granica jednostronna Niech D D (a,b) C R.
Def. Moéwimy, ze funkcja f ma granice prawostronng w punkcie a jesli

(Heine)
Vi, }Cap)  Tn—a = f(zn) — g,
(Cauchy)
Ve>0 Jo<s<(v—a) Ve a<zr<at+d = |[f(x)—g|l<e.
Piszemy: hm+ flx) =g. a
Analogicznie definiujemy granice lewostronnga w p. b i piszemy: lim f(z) = g¢. a

r—b~

4. Wn. (d-d: zadanie) Posiadanie przez funkcje f granicy w punkcie zy jest rownowazne posiadaniu w tym
punkcie takich samych obu granic jednostronnych. a

5. Tw. Niech lim f(z) = fo, lim g(z) = go. Wowczas:

T—x0 T—x0

(a) lim (f(z)+g(z)) = fot+go,

Tr—T0

(b) lim ¢ f(z) = ¢fo (dla ceR),

() Jlim (f(z)-g(x)) = fogo,
(d) lim /@) = Jo (oile go #0).

w0 g(x) 9o

D-d - analogiczny jak dla granic ciagéw — zadanie. a
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6. Granice niewlasciwe. Pojecie granicy (granicy jednostronnej) funkcji mozna rozszerzy¢ na przypadek granicy
niewlasciwej 400 (—00):
Def. funkcja f ma w punkcie xy granice niewtasciwg +oo jesli

Vars>o 3550 VaeD |t —xo| <0 = f(x)>M. U

7. Granice w nieskonczono$ciach (—oo, +00)

Przyklad. granica ciagu: a, — g = (¢g= lim f(z)) da f:N;—=R, f(n)=a,.

r——+00

2 Ciaglosé funkcji

1. Def. Funkcja f:R D D — R jest ciaggla w punkcie 2o € D jesli (np. Heine)

v{:Jtrn} cD Tp —x0 = f(zn) — f(z0). d
2. Wniosek. Tw. 1.5 mozna zapisa¢ dla funkcji ciagltych w p. zq. a
3. Tw. Zlozenie funkcji ciaglych jest funkcja ciagta. a

4. Tw. Niech f, g : RD[a, b] — R beda funkcjami ciaglymi. Wowczas:
[Veeonay flx)=g(z) ] = Vaelap) f(z) = g(z). O
5. Przyklady. f :R — R
nieciagta w zerze: )
- { g e 2

(f. Dirichleta) — nie jest ciagta w zadnym punkcie:

0 dla z € Q,
f($)_{1 dla z € R\ Q.

(f. Riemanna) — jest ciagta tylko w zerze i w punktach niewymiernych:

0 dla z e (R\Q) U {0},
f(x){é dla z:%:NWD(p,q):l.

6. Def. Funkcja f : R O D — R nazywa sie ograniczona z goéry (z dotu) jesli jej zbior wartosci jest
zbiorem ograniczonym z gory (z dotu). Oznaczamy:

sup f(D) = sup f(z) < o0. ]
zeD
7. Tw. Funkcja ciggla na odcinku domknietym jest ograniczona i osiaga swoje kresy. O

8. Tw. Darboux. f : [a,b] — R jest funkcja ciagta.

fla) <y<fb) = Fecpy : flo)=y. .
Zastosowanie: metoda polowienia wykorzystywana do rozwiazywania numerycznego rownania f(z) =0.
9. Tw. (o punkcie stalym) Niech f bedzie funkcja ciaglta. Wowczas

[ [aab] - [avb} == Elce[a,b] : f(C):C. U
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10. Tw. Niech f : [a,b] — [a,b] bedzie funkcja ciagla i roznowartosciowa. Wowczas

f jest funkcja monotoniczng (por. def. z Wykl.9). O

11. Tw. Jesli ciagta funkcja f : [a,b] — [c,d] jest bijekcja, to f~! jest réwniez ciagta. O
12. Przyklady funkcji ciaglych w zerze f :R — R

in L
- o = {70z (e o)
1 .
. oy = { e s A0 (g =)

3 Zadania

1. Udowodni¢ Wn. 1.4.
2*. Udowodnié¢ Tw. 1.5.

3. Napisa¢ definicje “granicy w +o00”, “granicy w —o0”, “granicy niewlasciwej w —oo, w punkcie xq”.

4*. Jak mozna sformutowaé tezy Tw.1.5 dla przypadkéw granic niewlasciwych, granic w nieskoriczonosciach, granic
kiedy jedna z funkcji dazy do zera ?

[4)]

. Czy kwadrat funkcji nieciaglej moze by¢ funkcja ciagla? (Jesli tak — podaé przyktad.)

=2

. Czy zlozenie dwoch funkceji nieciagltych moze by¢ funkcja ciagta? (Jesli tak — podaé¢ przyktad.)

N

Niech f(x) = 2%. Dobraé¢ § > 0 dla zadanego € > 0 w definicji Cauchy’ego sprawdzajac ciaglosé funkcji w
punktach: =z =1 z = 1000.

8. Korzystajac z definicji Heinego i z definicji Cauchy’ego udowodnié, ze
lim —— = —.
g2 =1 2
Udowodni¢ ciaglosé funkcji w punktach: = = 0.1 x = 1000 dobierajac odpowiednie 6 > 0 dla zadanego € > 0.
9*. Zbada¢ ciagtosé funkcji
1—cos®z
T sin 2z

10. Niech f : R\ {—4} — R bedzie okreslona wzorem:

2 )

= — 16 .

flz) = (z ) sin ———
Czy mozna tak okreslic f(—4), aby funkcja byta ciggla? Jak funkcja zachowuje sie¢ w nieskoriczonosciach?

11. Czy istnieja takie stale a, b aby funkcje ponizsze byly funkcjami ciggltymi?

2?+2 . ox<l1, 22+b : ox <1, i—ig o<1,
flz) = ar+b : 1<z<2, f(z)= ar+1 : 1<zx<2, flz)=4¢ az+b : 1<zx<2,
(x—3)? : 2<ux. (x—3)?% : 2<uz. = 2< .

12*. Policzy¢ granice funkcji:

i z+1 I cosx — 1 I T —+\x+6
1m — m ———— m —————.
z——1 92 — /o 5 ’ x—0 €T ’ z—3 T —3

* * *



