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Wyklad 11:  szerear
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1 Szeregi liczbowe

1. Paradoks Achillesa: Achilles nie dogoni z6twia?

n
2. Def. Szeregiem ) a, nazywamy ciag sum czesSciowych {Sn S, = Z ai} .
i=1

Jezeli istnieje i jest skoniczona granica sum czesciowych S = lim S, , to nazywamy ja suma szeregu > ay, .
n—oo

Mowimy, ze szereg > a, jest zbiezny. W przeciwnym razie mowimy, ze szereg jest rozbiezny. a
3. Uwaga. Zmiana skoinczonej liczby poczatkowych wyrazéw szeregu nie ma wplywu na jego zbieznosé. a

4. Przyklady

(@ ¢ =Ye(d)" (@elol .9 () Lot () X1
5. Tw. (war. konieczny zbieznosci szeregu)
> a, jest zbiezny — lima, = 0 0

6. Tw. (war. Cauchy’ego)
Stap jest zbiezny <=  Veso IN YNen<m |@n+ ... tam| <e€ -

7. Def. Szereg geometryczny

> aq"  (a#0) 0
n=0
8. Tw. > an, >, b, sazbiezne = S (aa, + Bb,) jest zbiezny dla «, f € C O
9. Tw. (kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregéw)

Jesli |z,| < a,, dla prawie wszystkich n i Y a, jest zbiezny, to > z, jest zbiezny.
Jesli 0 < a,, <b, dlaprawie wszystkich n i > a, jest rozbiezny, to > b, jest rowniez rozbiezny. O

10. Przyklad. (a€R) (szereg Dirichleta)

Z 1 st zbiezny dla a>1,
ne ) rozbiezny dla a <1.

11. Def. Szereg > a, nazywamy bezwzglednie zbieznym jesli Y |a,| jest zbiezny. a
12. Wniosek. Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny (nie odwrotnie). O

13. Tw. (kryterium d’Alemberta) (zal: z, #0)

Zn+1
Zn

istn. lim >z, jest rozbiezny dla A >1.

_ N { >z, jest zbiezmy dla A <1, -
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14. Przyktady.
— nl 1 1
PBE-"TED S-S D
n=1 n n=1 n n=1 n
15. Tw. (kryterium Cauchy’ego)
. W/ S 2, jest zbiezny dla A <1,
klggo 21;2 [2n] = A - { >z, jest rozbiezny dla A >1.
16. Przyktlad.
S
n=1
2 Szeregi o wyrazach rzeczywistych
1. Def. Szereg naprzemienny
Z(—l)"‘lan =a; —ag + ag — ... (%) O
n=1
2. Tw. Leibnitza: Jesli ciag a, jest nierosnacy i zbiezny do zera, to szereg (x) jest zbiezny. a

3. Przyklady.

n

Z%’ Z (_7;’) (jakie a?)

n=1 n=1

3 Szeregi potegowe

1. Def. Niech {¢,} C C bedzie dowolnym ciagiem liczb zespolonych. Szeregiem potegowym nazywamy szereg

o0
> ens” ()
n=0

a

2. Tw. Abela: Jedli dla pewnej liczby « szereg Y c,a™ jest zbiezny, to szereg (xx) jest zbiezny dla |z| < |a|.O

3. Promien zbieZznosci szeregu potegowego
Niech A bedzie zbiorem liczb zespolonych, dla ktorych szereg > ¢,z
Def. Promieniem zbieznosci szeregu (x+) nazywamy liczbe
r=sup{|z| : z€ A}

n

jest zbiezny, (np. 0 € A).

4. Tw.  Szereg (xx) jest bezwzglednie zbiezny dla |z| < 7, jeest rozbiezny dla |z| > r.
(Jesli r = +oo, to szereg (x) jest zbiezny w calej plaszczyznie C.)

5. Przyklady.
z _ 2"
=20

6. Tw. Cauchy’ego-Hadamarda:

o 1+ dla X e (0,00),
A = lim ¥/|cy| = r = 0 dla X = oo,
oo dla A =0.



Adam Szustalewicz Matematyka dla informatykow I W.11  21.12.2004

4 Zadania

historia (kolokwium na Politechnice):

_ni1
-1. (1-1i) _9
(V3+1)°
-2*. Rozwiaz réwnanie: 2t = (1 +2i)8
-3*. Narysuj zbior: {z eC : |2iz+4]| <32 A Argz < %ﬂ'}
aktualne:

1*. Zbadaé zbieznosé szeregow, i jesli sie uda, to policzyé sumy szeregéw zbieznych:
(d) X ow+ g (b) Zm () XamWn+l-vn-1)
2. Zamienié¢ ulamki okresowe na zwykte:

(a) 0.2(4) (b) 0.32(125)
3*. Dla jakich wartosci € R ponizsze szeregi sa zbiezne?

(@) Xolo(@® =3z +1)" (b) oo, 2nsmte) () oo ((2 cosx)" + (1+snlq2 :c))

4. Dla jakich wartosci x € R ponizsze szeregi sa zbiezne?

@ TEiah (k) T (o o S ()

5. Wyznaczy¢ promienie zbieznosci szeregéw potegowych:

2n

@ Yilowm () XLD'Gy (@ XL (3)"
6*. Wyznaczy¢ promienie zbieznosci szeregéw potegowych i policzy¢ ich sumy:
0o 22)" 00 n
(@) oG () Xl (-3)

7. Sprawdzié, ze szereg

oo

> i

2 2
— n*(1+ (nz)?)
jest zbiezny dla dowolnych x € R .

+o00. wesotych swiat...



