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Wyklad 10: Ciacr LiczBows c.p.

Adresy materialéw pomocniczych:

1. Jaroslaw Wroéblewski:  http://www.math.uni.wroc.pl/”jwr/anal2004/ (*.pdf),

2. Janusz Wysoczanski:  http://www.math.uni.wroc.pl/"wys/ (*.doc).
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Definicje

. Kresy zbioru. Niech A C R bedzie zbiorem ograniczonym z gory. Kresem gérnym zbioru A nazywamy

najmniejsze z jego ograniczen goéornych i oznaczamy sup A.
Def. Liczba M jest kresem gérnym zbioru A <= spelnione sa warunki:

(supl) Vaea 1 a< M,

(sup2) Veso Jaca @ M —€e<a. O
Analogicznie definiujemy kres dolny zbioru A ograniczonego z dotu: Kresem dolnym zbioru A nazywamy
najwieksze z jego ograniczen dolnych i oznaczamy inf A.

Def. Liczba m jest kresem dolnym zbioru A <= spelnione sg warunki:
(infl) Vaca : m<a,
(inf2) Veso Jaca @ a<m—+te. O

. Warunek Cauchy’ego. Mowimy, ze ciag {a,} spelnia warunek Cauchy’ego jesli

Ve>0 ElNENl Vm,nZN |am - an| <eE€. |

Granice ciaggéw, c.d.

Tw. 8. Dzialania na granicach. Jezeli lima, = p i lim b, = ¢, to:

1. lim(a, +b,) = p+gq,
2. lim(a, xb,) = p*q,
3. o, eR = lim(aay, + Pb,) = ap+ fq,
4. ¢#£0 = lim‘;—::%;,
5. k€N, = limak = p*,
6. keNy AN a, >0 = lim {a, = ¥D.
Tw. 9. Warunek Cauchy’ego. Ciag liczb rzeczywistych jest zbiezny <= spelnia warunek Cauchy’ego. a

Tw. 10. Kryterium D’Alemberta.

(a) Jezeli ciag {a,} jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

a
lim [ =g <1
n—o0 an
to ciag {a,} jest zbiezny do zera: a, — 0. a

(b) Jezeli ciag {a,} jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

lim |22 =g > 1
n—oo an
to ciag {a,} jest rozbiezny (a ciag |a,| jest rozbiezny do +o0). O
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Uwaga.  Zbieznoé¢ ani granica ciagu nie zaleza od pominiecia lub zmiany skoniczonej liczby jego poczatkowych
WyTazOow. O

Tw. 11.  Jezeli ciag {an,} jest nieograniczony z gory, to mozemy wybraé podciag {a,,} rozbiezny do 4+oo. O
Def.  Jezeli ciag {an} jest ograniczony z gory, (a, < M), to okreslmy

My, = sup{a,} = sup{ag+1, art2, --.} O
n>k

Whniosek Ciag {M}} jest ciagiem nierosnacym, zatem jest ciagiem ograniczonym z dolu, albo nie... a

Def. Granicg goérng ciagu {a,} nazywamy

lima, = lim sup{a,} -
k—oo px>k
Granica dolng ciagu {a,} nazywamy
lan = Jim i on)

3 Zadania

1. Czy twierdzenie odwrotne do twierdzenia:
Jesli ciag {a,} jest rozbiezny do nieskoriczonosci, to

. 1
lim — =0
n—oo Uy,
jest prawdziwe? Uzasadni¢ odpowiedz.
2. Zbadaé zbieznos¢ ciagu Va?" + a5 dla ustalonego a € R.
3. Prawda czy falsz?
(a) jesli ciagi {an}, {bn} sa rozbiezne, to ciag {a, + bn} tez jest rozbiezny,
(b) jesli ciag {an} jest zbiezny, a ciag {b,} jest rozbiezny, to ciag {a, + b,} jest rozbiezny,
(c) jesli ciag {a,} jest zbiezny, a ciag {b,} jest rozbiezny, to ciag {a,b,} jest rozbiezny,
(d) jesli ciag {an} jest zbiezny, a ciag {b,} jest rozbiezny, a ponadto obydwa ciagi maja tylko wyrazy
dodatnie, to ciag {anb,} jest rozbiezny,
(e) jesli ciag {a,} jest zbiezny o wyrazach dodatnich, to jego granica jest liczba dodatnia.

4. Udowodni¢, ze jesli ciag {an,} jest rozbiezny do +oo, to

400 dla ¢>0,
lim ca, = 0 dla ¢=0,
e —oo dla ¢<0.

5. Znalez¢ kresy (gorne i dolne) nastepujacych zbioréw. Zbadaé, czy podane zbiory zawieraja swoje kresy:

(a) {zeR: 2?<2} (b) {zeR: a*>5} (c) ﬂ:nENl}

n!

6. Niech A i B beda niepustymi, ograniczonymi zbiorami liczb rzeczywistych.
Niech: a; =inf A, ag =sup A, by =inf B, by = sup B. Co mozna powiedzie¢ o nastepujacych kresach?

(a) sup(AUB) (b) inf(AUB) (c) sup(ANB) (d) sup{a+b:a€cA be B}



