ANALIZA MATEMATYCZNA A dla I roku, 2004/2005

9-10. Funkcje: granica, cigglos¢,
wtlasno$¢é Darboux, twierdzenie Weierstrassa.
Wyktad: 2,6,9,13.12.2004
Cwiczenia: 9,16.12.2004
Kolokwium nr 8: 13.12.2004 (jedno zadanie z funkcji i jedno powtérzeniowe)
Kolokwium nr 9: 20.12.2004 (jedno zadanie z funkcji i jedno powtérzeniowe)

Kolokwium nr 10: 3.01.2005 (powtérzeniowe)

Zadania (do samodzielnego rozwigzania i oméwienia na éwi-
czeniach)

Do podanych f | 2y i € dobraé takie § , aby
LA |f (@) = f(wo)| <e

z€(xo—0,20+0
393. f(x)=2x,20=5,e=1/10 394. f(z)=1/x ,z0=4,e=1/100
395. f(z)=2?,20=1,e=1/50 396. f(z)=2>,20=0,e=1/1000
397. f(x) =7 ,20=30,e=1/10 398. f(x)=2',20=10,e=10"1

Postaraj si¢ zrozumie¢ sens ponizszych warunkéw (niektére nie maja
zbyt glebokiego sensu), gdzie f jest funkcja, a € , x , y i z przebiegaja
liczby rzeczywiste, na tyle, aby stwierdzié¢, czy funkcje dane wzorami x2,

sinz, 47, 2* +16, 2% je spekiaja.
399. %If(x)>x 400. Yglyf(x)—l—f(y):z 401. nglf(x)va(y):z
402. v aof(:c)>g 403. aovf(:c)>g 404. 3 vof(x)>€

e>0x Te>

Te>

405. V 3f(x)>¢e 406. VOEHf(:E)|<5 407. Hoﬂf(x)zg
e>0x e>0x

e>0x

408. v 3vf(x)+f(y) #<
409. V 3 V f(z)=0+e¢

e>00>02>5
OszusTwo410. (przyktad funkcji nieciaglej): Funkcja f(x) =22 jest
nieciggla.
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Dowdd: Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zaktadajac, ze funkcja f
jest ciggta, wezmy w definicji Cauchy’ego cigglosci e = 1. Wtedy istnieje
takie >0, ze dla y speliajacych nieréwnos¢ |y —z| < d zachodzi
2% —y? < 1.

Jednak ta ostatnia nieréwnos$é¢ nie zawsze jest prawdziwa, gdyz dla
r>1iy=x+3 otrzymujemy 2% —y?| :xé—i—% > 1.

O

OszusTtwo411. (przyklad funkcji ciagtej): Funkcja

sin% dla x#0
f(x):{ 0 dlaz=0
jest ciggla.

Dowaod: Oczywidcie f jest ciggta w kazdym punkcie oprécz 0, po-
zostaje wiec wykazaé ciggtoéé w 0. Przeprowadzimy dowdd niewprost.
Zaktadajac, ze f jest nieciggta w 0, wezmy € = % Wtedy istnieje takie
6> 0, ze dla z spelniajacych nieréwno$¢ |z| < § zachodzi | f(z)—0|> 1.

Ale biorac = = #, gdzie n > %, otrzymujemy f(x)=01 |z|<d. Za-
tem |f(2) —0| =0< 3, skad sprzecznos¢.

O
Obliczy¢ nastepujace granice:

: 1 8 1 : —1/z?
412. lim (17 — -4—) 413 limasing 414, lime™"/
415. lim V=2 416. lim -3
417. i@% 418. lim (1 — 75)

s xl993_1 8z3—1 : 23432242z
419. lim %5~ 420. mlff}gm 421. )Hgm

s x—/T (:B DHvV2—z xf\/:?

: z Inz 2l/z 4 2l/z 41
425. IE@MW 426. 1112[)1+ e 427. 1 L 17 428. L ST

Znalez¢ dziedzing oraz punkty ciggtosci i mecwgglosm funkcji f, jesli
f(z) dane jest wzorem:

429. sgn(sinz) 430. {z}—({z})?
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0 dla x <0
. dla 0<z<1
431. f(z)= —22442—2 dla 1<z<3
4—1x dla r>=3
B T dla x#2
432' f(x) - {Sgn<x) dla T = 2

433. L-1 434, sgn(a®—z) 435. [2] — [ ¥7]

z2—1
436. 2’sgn(v) 437, ——0  438. [1]

439. [2%] 440. {log,z} 441. & 442, |[z+1] 2]

{

OszusTtwo0443. Niech f,g:[0,1] — [0,1] beda takimi funkcjami cia-
gltymi, ze f(0)=5, f(1)=7, g(0)=38, g(1)=4. Wtedy istnieje takie
ce(0,1), ze f(c)=g(c).

Dowad: 7 wtasnosci Darboux funkcji cigglych zastosowanej do funkeji
f wynika, ze dla pewnego ¢ € (0,1) mamy f(c)=6. Podobnie stosujac
wlasno$¢ Darboux do funkcji g otrzymujemy g(c) =6. A zatem
f(e)=g(c) , co nalezalo dowies¢.

11. Pochodna funkcji.

Wyklad: 16,20.12.2004
Cwiczenia: 6.01.2005
Kolokwium nr 11: 10.01.2005 (tylko pochodne)

444. Niech f(x)= Va2, Korzystajac z definicji pochodnej obliczy¢
J'(8).

445. Niech f(z)=x°. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowa-
dzi¢ wzér na f'(x).

Obliczy¢ pochodna funkcji zmiennej x o podanym wzorze. Poda¢, w
jakim zbiorze istnieje pochodna.

446. 307 —5r+1 447, (Vr+1)(Jz—1) 448. 1%
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449. (1++/2)(1+23)(1+2Y4)  450. (22 +1)* 451, 2t

x—1

452. 5 453. (1+22)* 454, (752)"°
455. \/ﬁ 456. 21‘+3 457. £10*

458. £ 459. 2*(zx+1)e*  460. ¢“Inx
461. T 462. ¢ 463. 2'%lnz

464. ¢ 465. Inlnz  466. log; (r—1)

467. 1073 468. 23" 469. log,|logs(log-)|
470. eV 471, 27 472, 27

473. zV®  474. (Inz)* 475. ¢ Iz

476. (Vo + =)' 477 2 (25 —8)1/3 478, X3 (2 — x4 1)

22
479. Iny-  480. 5= 481. [z|

482. sgn(z) 483.0dlaz<0,z*dlaxz>0

484. e71?l 485. \/\/1+22—1 486. {z}
487. rdlax <0, 2 dlaz>0 488. sgn(z° —z3)

710

489. 7— 490. ¢ dlar <0, 1+x dlax>0

T

491. 27 +e* 492, (z+e)° 493. ¢°
Obliczy¢ pochodna rzedu 3 nastepujacych funkcji zmiennej x
494. (z+1)° 495. 2°—42°+4 496. =
497. 2*lnx  498. e**71  499. cosx
500. (z2+1)% 501. e 502. In(z?) 503. (x—7)%"
Wyprowadzi¢ wzor na pochodna rzedu n funkcji danej wzorem
504. In(x'%) 505. xlnz 506. /T
507. z’sinz  508. 1=£  509. ze”
510. sinbz  511. 27 512. ¢**
513. x4+ 514. z’¢ ™ 515. sin’z

516. Dowiesé, ze (f(z)g(x))™ = i (Z)f(k) (2)g" M (z) .
k=0
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