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Zadanie 1. Załóżmy, że w przestrzeni Rn jest M różnych wektorów v1, . . . , vM , z których każdy ma
długość 1 oraz zachodzi 〈

v, v′
〉
≤ 0

dla v 6= v′ z tego zbioru, gdzie 〈·, ·〉 jest standardowym iloczynem skalarnym w Rn. Pokaż, że M ≤ 2n.
Udowodnij też, że to ograniczenie jest ścisłe.

Wskazówka:Indukcja.Obracanieprzestrzenijestizometrią,tj.niezmieniailoczynuskalarnego,czyli
możeszzałożyć,żejedenzwektorówjestjednostkowy.

Zadanie 2. Głównym problemem ograniczenia Plotkina jest to, że działa tylko dla kodów o dużych
odległościach.

Udowodnij, że można z niego wywnioskować wersję, która działa też dla mniejszych odległości:
Jeśli d = d(C) ≤ q−1

q n, gdzie n to długość kodu a q-rozmiar alfabetu, to

|C| ≤ qn−dd
q

q−1 ed .

Wskazówka:Podzielkodnawielekodów,grupującwg.prefiksówodpowiedniejdługości,takabymóc
dlakażdegoznichzastosowaćograniczeniePlotkina.Zsumujograniczeniaioszacuj.

Zadanie 3. Niech Fq będzie ciałem o q elementach. Udowodnij, że dla 0 < d < q − 1∑
α∈Fq

αd =
∑
α∈F∗

q

αd = 0 .

Wskazówka:Przedstawαjakopotęgigeneratora,zastosujwzorynasumęciągugeometrycznego.
Zadanie 4. Definiujemy uogólnione kody Reeda Solomona jako:

GRS(~α, n, k, ~λ) = {(λ0f(α0), λ1f(α1) . . . , λn−1f(αn−1) : f ∈ F[X],deg(f) < k} ,

gdzie α0, . . . , αn−1 są parami różne.
Pokaż, że

GRS(~α, n, k, ~λ)⊥ = GRS(~α, n, n− k, ~σ)

dla pewnego ~σ ∈ Fn−k. W tym celu pokaż, jak wygląda macierz parzystości GRS(~α, n, k, ~λ)

Wskazówka:MożnapróbowaćjakdlakodówRS,powinnowyjść.Prostszysposób:najpierwdlamak-
symalnegok,czylin−1.Potemindukcjawdółpok.

Zadanie 5. Udowodnij, że każda funkcja f : F → F jest wielomianem, tj. istnieje wielomian p ∈ Fq[X],
taki że deg(p) < q oraz f(α) = p(α) dla każdego α ∈ F. Uogólnij to twierdzenie na funkcje wielu
zmiennych.

Zadanie 6. Wiemy, że każdy kod liniowy można przekształcić w kod z systematyczną macierzą ge-
neratorów. W szczególności jest to prawda dla kodów RS. Celem tego zadania jest skonstruowanie
takiego przekształcenia.

Dla danego wektora punktów ewaluacji α0, . . . , αn−1 podaj (jawnie) funkcję f z Fkq w wielomiany
stopnia≤ k−1, taką że dla każdej wiadomościm1, . . . ,mk ∈ Fk jeśli odpowiadającym wielomianem jest
fm(X), to wektor fm(α0), . . . , fm(αn−1) zawieram1, . . . ,mk na ustalonych współrzędnych (powiedzmy
na pierwszych, ale nie jest to kluczowe).

Zadanie 7. To zadanie prezentuje kod będący „odpowiednikiem” kodu RS używającego teori liczb.
Niech 1 ≤ k < n będzie liczbą całkowitą a p1 < p2 < · · · < pn parami różnymi liczbami pierwszymi.

Oznaczmy K =
∏k
i=1 pi, N =

∏n
i=1 pi. Zm oznacza standardowo liczby modulo m.

Rozważmy Chiński kod reszt:

E : ZK →
n∏
i=1

Zpi



zadany jako
E(m) = (m mod p1,m mod p2, . . . ,m mod pn) .

Załóżmy, że m1 6= m2. Dla 1 ≤ i ≤ n zdefiniujmy

bi =
{

1 jeśli E(m1)i 6= E(m2)i
0 jeśli E(m1)i = E(m2)i

.

Pokaż, że dla tak zdefiniowanych b1, . . . , bn zachodzi
n∏
i=1

pbi
i >

N

K
.

Wywnioskuj z tego, że m1 6= m2 implikuje, że kodowania E(m1) i E(m2) różnią się między sobą na
co najmniej n− k + 1 pozycjach.

(Drobna uwaga: formalnie to nie jest kod, bo na różnych pozycjach są symbole z różnych alfabetów,
ale definicja odległości itp. się prosto uogólnia, pominiemy drobne komplikacje techniczne)


