Algebra 2018/19 — Egzamin potéwkowy
Czas: 165 minut.
Liczba zadan: 6.
Kazde zadanie nalezy oddaé¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce. W przy-
padku zadan rachunkowych rozwiazanie powinno zawiera¢ opis dokonywanych operacji oraz kroki
posrednie obliczen; zadanie nie spetniajgce tego warunku mogq nie byé sprawdzane. W przypadku

dowodu rozwiazanie powinno by¢ czytelng wypowiedzia, a nie jedynie zbiorem symbolicznych prze-
ksztatcen.

Zadanie 1.

[2 punkty] Podaj definicje przestrzeni liniowej V nad cialem F oraz definicje podprzestrzeni liniowe;
W.

[2 punkty] Podaj alternatywna charakteryzacje podprzestrzeni liniowej (tj. jakie alternatywne wa-
runki charakteryzuja podprzestrzen liniowa).

[6 punktéw] Dla podanych ponizej zbioréw powiedz, czy sa one przestrzeniami liniowymi nad ciatem
R. Odpowiedz krotko uzasadnij w przypadku odpowiedzi negatywnej.

(1) {[v1, ..., v €ER" 1 vy =vg =+ =v,}

(2) {[ve, - va]” €R™ ¢ fvy| = o] = -+ = |vn}

(3) {[v1, ..., vt €ER™ : vy -vg--v, =1}

4) {[v1, ..., v €R™ : vy -vg--v, =0}

(5) {[Ul, Ce ,Ugn+1]T € R2n+1 PV =V = ... = Upt1 = 0}

(6) {[or, ..o €R? : X0, iy = 0)

(7) Wielomiany o wspoélczynnikach z R, ktérych pierwsza i druga pochodna sa réwne.
(8) Wielomiany p o wspétezynnikach z R, takie ze p(3) — p(4) = 0.

Zadanie 2.

[2 punkty] Podaj definicje wartosci i przestrzeni wlasnej macierzy.

[2 punkty] Co umiesz powiedzie¢ o wektorach wtasnych macierzy symetrycznej o elementach rze-

czywistych?

[6 punktéw]| Rozwazmy macierz M rozmiaru n X n postaci
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gdzie A € F a nie wymienione elementy sa zerowe (tzn. macierz wyglada analogicznie, jak klatka
Jordana). Pokaz, ze ma ona co najmniej n réznych podprzestrzeni niezmienniczych.
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Zadanie 3.
[2 punkty] Podaj wzory Kramera; dla jakich uktadéw réwnan maja zastosowanie?
[2 punkty] Jak mozma opisa¢ zbiér wszystkich rozwigzan réwnania MX = B (M jest macierza
rozmiaru m X n)?

[6 punktéw]| Wyznacz liczbe rozwiazan ponizszego uktadu réwnan liczb rzeczywistych w zaleznosci
od wartosci parametréow a, b € R.

2 — 2y + z = a
—3r + y — az = 3
Tx — by + bz = -1



Zadanie 4.

[2 punkty] Podaj definicje jadra ker L oraz obrazu Im L przeksztalcenia liniowego.

[2 punkty] Dla przeksztatcenia liniowego L : V — W jak umiesz powiaza¢ dim(ker L) oraz dim(Im L)
(ta zalezno$¢ ma jeszcze jeden sktadnik: jaki?)

[6 punktéw]| Dla podanej macierzy M podaj bazy obrazu oraz jadra indukowanego przez nia prze-
ksztatcenia liniowego.

Zadanie 5.
[2 punkty] Podaj definicje macierzy transponowane;.
[2 punkty] Jak maja sie do siebie wyznaczniki macierzy oraz macierzy transponowanej?

[6 punktéw] Méwimy, ze macierz A jest antysymetryczna, jesli AT = —A.
Pokaz, ze dla n nieparzystego macierz antysymetryczna rozmiaru n X n nie jest odwracalna.
Zadanie 6.

[2 punkty] Podaj definicje macierzy odwracalnej i macierzy odwrotnej.

[2 punkty] Wyraz macierz odwrotna przy uzyciu wyznacznikéw odpowiednich minoréw.

[6 punktéw] Dla macierzy M niech I bedzie podzbiorem zbioru indekséw wierszy, zas$ J: kolumn.
Przez M; ; oznaczmy macierz powstaty z M przez wybranie wierszy z I oraz kolumn z J i usunigcie
pozostalych wierszy i kolumn (tj. odpowiedni minor). Dodatkowo, niech I oznacza dopekienie [
w zbiorze indekséw wierszy, zas J dopelnienie J w zbiorze indekséw kolumn.

Niech I,J C {1,...,n}, takie ze |I| = |J|. Rozwazmy macierz M kwadratowa rozmiaru n x n
taka ze M, 7 oraz M7 ; zawierajg same 0. Niech My = My ;, My = M7 7 beda odwracalne. Pokaz,
ze

e M jest odwracalna;
] M_lJ’[ = M{l oraz M_ljj = M{l;

—-1_ -1 _ . . .
o M™"5,, M~ ;7 sa macierzami zerowymi.
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