Lista 1

1 Ciata, przestrzenie liniowe, liniowa niezaleznos$¢, eliminacja GauB3a

1.1 Ciata

Zadanie 1. Pokaz, ze Z, istnieje element odwrotny, tj. dla kazdego a € Z, réznego od 0 istnieje a=!

takie ze a - a~! = 1. Mozesz to zrobi¢ wedlug nastepujacego schematu:
e dla ustalonego a # 0 rozwaz a, 2a,3a,...,(p — 1)a;
e pokaz, ze elementy w tym ciggu sa niezerowe i rézne;

e wywnioskuj z tego, ze a ma element odwrotny w Z,,.

1.2 Przestrzenie liniowe

Zadanie 2. Niech M bedzie zbiorem skoniczonym. Na zbiorze jego podzbioréw 2M okreslamy operacje:
U+V:=VAU, 1-U=U, 0-U-=1,

gdzie A oznacza réznice symetryczna, tj. UAV = (U \ V) U (V \ U). Pokaz, ze tak okreslony zbiér

jest przestrzenia liniowa nad Zo.

1.3 Podprzestrzenie liniowe

Zadanie 3. Niech V — przestrzen liniowa nad F oraz S,T < V beda podprzestrzeniami przestrzeni
V. Zdefiniuyjmy SNT,S + T C V z operacjami takimi, jak w V:

e SNT jako zbiér to SNT (przeciecie/iloczyn przestrzeni liniowych)
e S+T ={s+t:seS,teT} (suma przestrzeni liniowych)

Pokaz, ze SNT oraz S+ T sa odpowiednio: najwieksza przestrzenia zawarta w S i 1" oraz najmniejsza
zawierajacg S i T.

Pokaz tez, ze dla przestrzeni liniowych S, T nad tym samym ciatem F, iloczyn kartezjanski S x T
z dodawaniem i mnozeniem po wspéirzednych jest przestrzenia liniowa nad F.

Zadanie 4. Sprawdz, czy nastepujace podzbiory R™ sg podprzestrzeniami liniowymi:

1. {(a,b,c) € R?:5a +2b= 0}

2. {(a,b,c) € R3:2a —c=0}

3. {(a,b,c) €R3:5a+2b=2a—c=0}
4. {(a,b) € R?: |2a| + |b| = 0}

5. {(a,b) € R?: |ab| = 1}

6. {(a,b) €R?:ab=a}

Zadanie 5. Pokaz, ze zbiér funkcji
{f e R® : zbiér {r : f(r) # 0} jest przeliczalny}
jest podprzestrzenia liniowa RE.
Zadanie 6. Pokaz, ze zbiér funkcji
{f e R® : |f(R)| jest skoriczony}

jest podprzestrzenig liniowa RE. (f(A) rozumiemy jako {f(a) : a € A}.)



Zadanie 7. Pokaz, ze kazda podprzestrzen liniowa R? jest jednej z postaci:
e jedynie wektor zerowy: {0}

e wielokrotnoéci ustalonego wektora z R? (czyli wektory stanowiace prosta przechodzaca przez

(0,0))

e cale RZ.

1.4 Kombinacje liniowe wektoréw

Zadanie 8. Niech V, przestrzen liniowa nad cialem F, A = {v1,vy...,vx} C V zbiér wektoréw, zas
ai,...,qr € F ciag skalaréw, takich ze oy # 0. Pokaz, ze

k
LIN ({Zaﬂ)i,vg e ,vk}> = LIN ({’Ul,’vg e ,’Uk}) .
=1

Zadanie 9. Przedstaw wektor w jako kombinacje podanych wektoréw vy, va, ..., v (lub uzasadnij,
ze to niemozliwe), nad cialem R:

L ow=(15),v1 = (1,1), va = (2,0).

2. w=(5,10,11), v; = (1,2,3), v = (0,3,2), v3 = (1,1,1).
3. w=(5,10,11), v; = (1,2,3), va = (0,3,2), v3 = (1,8,7).
4. w=(4,17,18), v; = (1,2,3), vy = (0,3,2), v3 = (3,9, 11).

Zadanie 10. Rozwazmy przestrzen Zg (zbidr trzyelementowych ciagéw elementéw z Zs, nad cialem
Zs3). lle wektoréw nalezy do LIN((1,2,1),(2,1,1))? A ile do LIN((1,2,1),(2,1,2))?
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Zadanie 1. Pokaz réwnowazno$¢ nastepujacych warunkéw (dla B = {vi,ve,...,v5}):
e 7biér B jest liniowo niezalezny.

e Wektor 0 ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw ze zbioru
B.

e Pewien wektor z LIN(B) ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wek-
toréw ze zbioru B.

e Kazdy wektor z LIN(B) ma najwyzej jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wek-
torow z B.

Zaneguj powyzsze warunki, aby uzyskaé charakteryzacje zbioréw liniowo zaleznych.

2 Baza przestrzeni liniowej, Wymiar

2.1 Eliminacja GauBa

Zadanie 2. Uzasadnij, ze ponizsze zbiory wektoréw sa liniowo niezalezne (w odpowiednim R™), rozszerz
je do bazy (odpowiedniego) R™:

o (2,2,7,-1),(3,~1,2,4),(1,1,3,1);
o (2, -1),(1,-2,1,3);
. ( 1,1,1),( — —5),(1,—3,0,1,—2),(1,5,2,—2,6);
e (2,3,5,—4,1),(1,-1,2,3,5).

Zadanie 3. Dla ponizszych zbioréw wektoréw sprawdz, czy sa one bazg przestrzeni R%. Jedli nie, to

wybierz z nich maksymalny zbiér liniowo niezalezny X i podaj dowolny zbiér wektoréow Y, taki ze
X UY jest baza.

e {(1,0,-1,2),(2,3,4,1),(0,0,1,0)}

e {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,1)}

e {(1,1,0,0),( )

:(1,1,1,0)

(1, )

( )

( ) 0,0,1,1),
e {(1,1,1,1)

( )

)
)
)
)

—~ o~ o~ o~ ~

e {(1,0,1,0),(1,0,0,1),(2,0,1,1),(—1,0,1,—-2)}

Zadanie 4. Rozwazamy przestrzenie nad R. Niech vy, v9,...,v, beda liniowo niezalezne. Dla jakich
wartos$ci a € R zbiory wektorow

o {au; + va,v1 + ava}

o {v1 +va,v9 + V3,03 +V4,..., Up—1 + VUn, Up + av1 }
sa liniowo niezalezne? “RgMERL) d[DRUTWIP PMOSO0)SRZ UDIU 'l UZOJN ([omt
tuoz1ysozid zeq ks “a ‘- ‘Ta oz ‘zemnez :[o1oqAzs ofe ‘1forugop z oruporsodzoq BUZOJN :D
2.2 Baza

Zadanie 5 (Twierdzenie Steinitza o wymianie). Udowodnij Twierdzenie Steinitza o wymianie:

Zalézmy, ze V jest przestrzenia skonczenie-wymiarowa. Niech U—zbiér liniowo niezalezny a B
jest skonczona baza V. Pokaz, ze albo U jest baza, albo istnieje v € B, taki ze {v} UU jest liniowo
niezalezny.



2.3 Wymiar
Zadanie 6. Zal6zmy, ze dla przestrzeni liniowych U,V (bedacych podprzestrzeniami W) zachodzi
dim(U+V)=1+dim(UNV) .
Udowodnij, ze suma U + V jest jedna z przestrzeni U, V, a przecigcie U N V—druga.
Zadanie 7. Wyznacz wymiary LIN(S) N LIN(7T") oraz LIN(S) + LIN(T") dla
e S={(1,2,0,1),(1,1,1,0)}, T = {(1,0,1,0), (1,3,0,1)};
e S={(1,1,1,1),(1,-1,1,-1),(1,3,1,3)}, T = {(1,2,0,2),(1,2,1,2),(3,1,3,1)};
e S={(2,-1,0,-2),(3,-2,1,0),(1,-1,1,-1)}, T"={(3,-1,—1,0),(0,-1,2,3), (5,—2,—1,0) }.

Zadanie 8. Uwaga: w tym zadaniu nie mozna korzystac z twierdzenia o réwnolicznosci baz ani z lematu
0 wymianie.
Uzywajac eliminacji Gaufla udowodnij nastepujace twierdzenie:

Jesli B = {b1,...,b;} jest baza przestrzeni liniowej V, to zbiér liczacy k + 1 wektoréw jest liniowo
zalezny.

W tym celu wyraz wektory vq,...,vp+1 W bazie B i przeprowadz na tej reprezentacji eliminacje
Gaufla.

Wywnioskuj z tego twierdzenia, ze kazde dwie bazy przestrzeni skonczenie wymiarowej sg réwno-
liczne.

2.4 Warstwy

Zadanie 9. Niech W < V beda przestrzeniami liniowymi, za§ U C V. Udowodnij, Ze nastepujace
warunki sg réwnowazne:

1. istnieje wektor u € V, taki ze U = u + W,
2. istnieje wektor v € U, taki ze U = u + W;
3. dla kazdego wektora w € U zachodzi U =u + W.
Udowodnij tez réwnowazno$¢ ponizszych warunkéw:
1. istnieje wektor u € V, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;
2. istnieje wektor u € U, taki ze U — u jest przestrzenia liniows;
3. dla kazdego wektora u € U zbiér U — u jest przestrzenia liniowa.
Zadanie 10. Niech V' <V bedzie podprzestrzenia liniowa, zas U i U’ jej warstwami. Pokaz, ze
U=U Tub UNU =0 .

Mozesz skorzystaé z Zadania 9, nawet jesli nie potrafisz go udowodnic.
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Zadanie 1. Niech V bedzie przestrzenig liniowa, W, W’ < V jej podprzestrzeniami, za$ U i U’ war-
stwami tych podprzestrzeni.
Pokaz, ze ich przeciecie U N U’ jest puste lub jest warstwa podprzestrzeni W N W',

3 Przeksztatcenia liniowe

Zadanie 2. Wyznacz baze obrazu dla nastepujacych przeksztatcen liniowych (z R3)
o F(x,y,2) =2z +y,3x — 2,5z +y — 2z, —2x + 2y — 22);
o G(z,y,2) = (x+y,y — 22,3z, — y);
o H(z,y,2) = (x+y,y+2);
o I(z,y,2) = (x+y,2y + 2,y — 2);
o J(z,y,2) = (x +y,2z + 2y, 3z + 3y).

g = (1) g (1) F)NIT
00 A = (g ‘TQNIT Ze10 A < A :  T1sel maye] z 2e)SAZIONS ZSOZOIN :DYMOZDYS A

Zadanie 3. Ktoére z ponizszych przeksztalcen sa liniowe (dziedzinami i przeciwdziedzinami przeksztal-
cen sa przestrzenie R™ dla odpowiednich n)?

o L(x,y) =2z —y,x+ 3y — 1,5z + 2y) ,
o I'(x,y,2) = 3z + 5y — 22,2z —y) ,
o L'(z,y,z)=(x+y+z —2x—2-2y—=z).
Dla tych z powyzszych przeksztalcen, ktére sa liniowe znajdz ich rzedy oraz opisz jadra i obrazy.

Zadanie 4. Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n nad cialem F, za§ F' : V — F niezerowym
(tj. istnieje v € V takie ze F(v) # 0) przeksztalceniem liniowym (takie przeksztalcenia nazywamy
funkcjonalami liniowyms).

e Jaki jest wymiar jadra ker F'?
e Ustalmy dowolny wektor w € V' \ ker F'. Pokaz, ze LIN(ker F U {w}) = V.

e Niech F', G bedg dowolnymi funkcjonatami liniowymi na V' o tym samym jadrze, tj. ker F' = ker G.
Korzystajac z poprzedniego punktu pokaz, ze wtedy istnieje 8 € F, taka ze F' = SG.

Zadanie 5. Dla przestrzeni liniowych F” oraz F™ nad ciatem F, funkcjonatem dwuliniowym nazywamy
dowolng funkcje F' : F" x F"™ — F, taka ze dla dowolnych v € F", w € F™ funkcje F,, : F"* — F oraz
F, : F* — F zadane odpowiednio jako F,(y) = F(v,y) oraz F,(z) = F(x,w) sa funkcjonatami
liniowymi.

Pokaz, ze dla dowolnych funkcjonatéw liniowych F; : F* — F oraz G; : F™ — T, gdzie i €

{1,2,...,k}, funkcja H : F" x F" — F zdefiniowana wzorem
k
H((xh e axn)a (yla s ,ym)) = ZFZ((xla s 7xn))Gi((yla R ym))
i=1

jest funkcjonatem dwuliniowym.



Zadanie 6. Niech F' : F" — T bedzie funkcjonatem liniowym. Pokaz, ze istniejg aq, ..., o, € F takie
ze

F((x1,...,2p)) = Zaixi .
i=1

Podobnie, niech G : F"* x F™ — F bedzie funkcjonalem dwuliniowym. Pokaz, ze istnieja {cj}i=1,..n
7j=1,....m
z ciata I takie ze

n m

G((xl, . e ,wn), (yl, .o ,y)> = Zzaijxiyj .

i=1 j=1
‘[fomopIepue)s a1ze(q BU 4 JRPRZ AZDIRISAA DYMOZDYS M

Zadanie 7. Rozwazmy przestrzen wielomianéw o stopniu najwyzej 7 nad ciatem Zs oraz przeksztal-
cenie liniowe zdefiniowane jako suma pierwszej i drugiej pochodnej, tj.:

F(z") =iz 4i(i — )" ?

gdzie i(i — 1)x'~2 dla i < 2 oznacza 0.
Podaj bazy jadra ker F' i obrazu Im F' tego przeksztalcenia. Podaj ich wymiary.
(o W) wip + (o wy)unp = (A)uwrp oz ‘08ookim
-QUI RIUOZPISIMY) (0SOUOTIPOMOPNAI) ZRIO § BIURDRZ OP [MOZRNSM 9Z JR)SAZIONS ZSIZON DYMOZDYS M

Zadanie 8. Dane jest przeksztalcenie liniowe F' : V — W. Udowodnij, ze nastepujace warunki sg
réwnowazne:

e I jest réznowartosciowe;

e dim(ker(F)) = 0;

e ker(F') sklada sie z jednego wektora;

o dim(Im(F)) = dim(V).

Zadanie 9. Zalézmy, ze dla przeksztalcenia liniowego L : R? — R? zachodzi L3(v) = 0, dla kazdego
wektora v € R2. Pokaz, ze wtedy réwniez L2(v) = 0, dla kazdego wektora v.
Udowodnij uogdlnienie tego faktu:
Jedli dla L : R" — R" oraz pewnego k > n zachodzi L¥(v) = 0 dla dowolnego v, to zachodzi réwniez
L"(v) = 0.
"ouZaRZ OMOTUI] DUO &G “(), T " ()T ‘()T ‘@ L1035 ZeMZOY DYMOZDYS M

Zadanie 10. Niech VW beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym cialem, niech majg one
wymiary, odpowiednio, m, n. Pokaz, ze przestrzen liniowa przeksztalcen liniowych z V- w W ma wymiar
m - n.
“Ym = (W)F'y zero
iy # vep 0 = (1) oz onyey L1y eruoopeyzsjozid zemzox ¥m ‘- Tm ot o zeq R DYMOZDYS M)

Zadanie 11 (Nieréwno$¢ Frobeniusa; Nie liczy sie do podstawy.). Udowodnij, ze dla dowolnych prze-
ksztalcen liniowych F, G, H (o odpowiednich dziedzinach i przeciwdziedzinach) zachodzi:

rk(FG) + 1k(GH) < 1k(G) + rk(FGH) .
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4 Macierze

4.1 Macierze: definicje i podstawowe operacje

Zadanie 1. Pokaz, ze dla macierzy A, B, C odpowiednich wymiaréw oraz skalara « zachodzg nastepu-
jace zaleznosci (Id oznacza macierze identycznosciowa/jednostkowa odpowiedniego wymiaru, tj. ma-
jaca na przekatnej jedynke oraz zera w innych miejscach):

[d-A=A B-Id=B

A- (B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C
a(A-B)=(aA)-B=A-(aB)
A[B|C]| = [AB|AC]

D

(A-B)l =BT . AT .

Zadanie 2. Pokaz, ze

0 1 .
1 1].Pokaz,

Zadanie 3. Zdefiniujmy fo =0, f1 = 1 oraz fr12 = fni1+ fn- Rozwazmy macierz M = l

ze dla k > 1 zachodzi

Je o fem

Rozwazajac réwnosé M e = MF . M™ wyprowadz zaleznosé:

Tk = fe—1Sn + fefnt1r = fefo-1 + frrrfn-

Zadanie 4. Podaj zwarta posta¢ macierzy (nad R)

S

~dy1 moxydoIyoerm ‘WMS BISIMRZ OIU V)IRMZ QRISOJ DYMOZDYS

Mk [fk:—l i ]

Zadanie 5. Oblicz (macierze sa nad R)

12 2

12221223352_12122122

2 1 =2l 1 2] ) L2 1 22 1 =2

2 =2 1| [2 -2 1] |, ] S| [2-—21 221
2 —2 1]

Zadanie 6. Ustalmy macierz A wymiaru n X n. Pokaz, ze zbiér macierzy B, takich ze AB = BA, jest
przestrzenia liniowa.

21 21
"AZIOTORW OA] TuozI)sozid IerudAm zoj zol[q() “Jy Z ofminwoy py zeio pl z ofnjnw
-OY ZISIORW BPZEY 9Z ‘ZeMNBZ :MONUNYORI zoq olmeld Zo} 'uzow o€ ‘yoed[ed eU BUZON :DYMOZDYSM

Zmajdz wszystkie macierze B wymiaru 2 x 2 spelniajace warunek B - ll 1] = ll 1] - B.

Zadanie 7 (Macierze symetryczne). Kwadratowa macierz M = (a;j)i j=1,...n Dazywamy symetryczng,
jedli a;; = aj; dla kazdego 4,7 (innymi stowy: M1 = M).
Niech M, N beda macierzami symetrycznymi rozmiaru n X n. Pokaz, ze:



e M + N jest macierza symetryczng;

e MN jest macierza symetryczna wtedy i tylko wtedy gdy M, N komutuja (tj. MN = NM).
Zadanie 8. Niech M, N beda macierzami gérnotréjkatnymi. Pokaz, ze:

e ich suma M + N tez jest macierza gérnotrojkatna;

e ich iloczyn tez jest macierza gérnotréjkatna.

Pokaz tez analogiczng wlasno$é¢ macierzy dolnotréjkatnych.

4.2 Macierze jako przeksztafcenie liniowe

Zadanie 9. Wyznacz bazy: obrazu i jadra przeksztalcenia liniowego zadanego przez macierz (o wyra-
zach rzeczywistych):

1 0 3 2 0
2 1 -3 -3 1
3 -2 -1 0 1
0o 3 1 —-120

Zadanie 10. Niech M bedzie macierza kwadratowa n x n. Pokaz, ze:
e ker(Lys) C ker(Ly2), gdzie Ly to przeksztalcenie v — Mo, analogicznie L 2;
o k(M + M?) < rk(M).

Zadanie 11 (Nie takie trudne, ale powiedzmy, ze nie liczy sie do podstawy). Niech M bedzie macierza
wymiaru n X n:

0 1 0 0 0 7

0 2 0 0

0 0 O 3 0
M —

o0 0 -+ 0 n-1

o o o --- 0 0 |

Oblicz rzad macierzy M* dla kazdego k > 1.
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4.3 Macierze odwracalne

Zadanie 1. Pokaz, ze kazda macierz odwracalng A wymiaru n X n mozna przedstawi¢ jako iloczyn
(pewnej liczby) macierzy elementarnych. Co wiecej, macierze D;, moga by¢ ostatnie lub pierwsze.
Pokaz tez, ze kazda macierz A wymiaru n X n mozna przedstawi¢ jako iloczyn (pewnej liczby)
macierzy elementarnych oraz (jednej) macierzy przekatniowej.
-oruqopod Mmddjsod wojod ‘yoezsiomm 1
JoeUWIN[OY BU I[oeurme orusezooups| o3eoklemAzn nise; z [eysAzioys [oupeorimposru AzIioroew B(]
oloerodo sulo[oy 201mpo 1 Az1dew otuszouwt oxel ofoerado 97 Mmysidiojury -(oureuoserp Azioreuwr op
upeorIMpPO ZIoToRW J1Zpemolds vuzow essner) forurmipe oklemAzn oz ‘nyyey z [eISAZI0NG DyYMozvYs

Zadanie 2. Niech A, B beda macierzami kwadratowymi tego samego rozmiaru. Pokaz, ze
e Jedli AB jest odwracalna to A i B réwniez sa odwracalne.
e Jedli A, B sa odwracalne, to AB tez jest odwracalne i (AB)™! = B71A~!,
e Jesli A jest odwracalna, to (AT)~! = (A~1)T.
e Jedli A jest odwracalna, to A~ jest odwracalna i (A=1)~1 = A.

Zadanie 3. Niech M bedzie odwracalna macierza dolnotréjkatna/gérnotrdjkatna/symetryczna/diagonalna.
Pokaz, ze M ~! réwniez jest dolnotréjkatna/gérnotréjkatna/symetryczna/diagonalna.

Zadanie 4. Pokaz, ze jesli A jest macierza odwracalna a B macierza odpowiedniego rozmiaru (tzn. taka,
ze mnozenie AB jest okreslone) to
rk(AB) = rk(B) .

Zadanie 5. Sprawdz, czy podane ponizej macierze sg odwracalne i podaj ich macierze odwrotne:

1 2 21]° 3020 5 g 1 2 -1 9] [30°2
a1 01 3 01 3
e 2 1 —2| 2 o ol 2 11 2], 2 -1 1 2|, 0
9 —2 1 ool 212 2 1 1 2 |,

5 Macierz przeksztatcenia liniowego w bazie.

Zadanie 6. Wyznacz macierze ponizszych przeksztalcen w bazie standardowej odpowiedniego R™:
o (x1,x9,23) — (1,21 + 229,29 + 323);
e obrét przestrzeni R? o kat a (w lewo, tj. przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara);
e symetrii R? wzgledem prostej zadanej réwnaniem y = 2z.

Zadanie 7. Niech V bedzie przestrzenia wielomianéw o wspélczynnikach z R i stopnia najwyzej 3.
Rozwazmy uklady wektoréw 20, z!, 22, 23 oraz 20, 20 4+ 21, 20 + 2 + 22, 20 + 2! 4+ 22 + 23. Udowodnij,
ze sg one bazami. Zapisz macierz przejscia miedzy tymi bazami.

Rozwazmy przeksztalcenie F' : V' — V zadane jako F(f) = f'+2f"+f", gdzie ' oznacza pochodna.
Wyznacz macierz tego przeksztalcenia w dwéch podanych powyzej bazach.



6 Wyznacznik

Zadanie 8. Oblicz wyznaczniki:

1 2 3 4 5 1 ai as an
100 9 8 7 6 1 ap+b  a an
11 12 13 14 15, |1 a  axtb ... a
20 19 18 17 16 : : : : :
21 22 23 24 25 1 P
Zadanie 9. Oblicz wyznaczniki:
1 5 3 5 —4 L o 0 s
31 2 9 8
32 -2 1
-1 7 -3 8 -9,
-2 1 3 -1
3 4 2 4 7 s 3 ¢ _3
1 8 3 3 5

Zadanie 10. Na wykladzie podany byl dowéd rozwiniecia Laplace’a dla pierwszej kolumny. Uogdlnij
ten dowdd na dowolna kolumne i wiersz, tj. pokaze, ze dla dowolnego j zachodzi

det(A) = Z(—l)i+jai’j det(Am)
i=1

oraz dla dowolnego ¢ zachodzi
det(A) = Z(—l)i+jai,j det(Am'),
j=1

gdzie A; ;j jest minorem powstalym przez wykreélenie z macierzy A jej i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.
‘uwmnjoy euerwrez 1 vloAzodsuery £zoIeisAp\ DymMoznYys M
Zadanie 11 (Alternatywny dowdd tw. Cauchy'ego; nie liczy sie do podstawy). Zadanie to polega na

pokazaniu alternatywnego dowodu tw. Cauchy’ego.
Niech A, B, C beda macierzami wymiaru n x n, gdzie C = AB oraz rk(A) = rk(B) = n.
A 0
L o
14 Bl Ile wynosi jej wyznacznik?
Pokaz, ze przy pomocy operacji kolumnowych (tj. zamiany kolumn i dodawania do kolumny wie-

Rozwaz macierz l

lokrotnosci innej kolumny) mozna macierz

0 ., . A C
_1d B przeksztalci¢ do macierzy [_ Id O] a ta do

. Ile wynosi wyznacznik tej macierzy?

. A
macierzy | 14



Lista O

Zadanie 1. Liczby 144228, 532270, 257567, 209270, 289017, 519792 sa podzielne przez 17. Udowodnij,

ze
1 4 4 2 2 8
5 3 2 2 70
2 575 67
209 270
289017
51 9 7 9 2

tez dzieli si¢ przez 17. W miare mozliwosci — bez obliczania tego wyznacznika.

‘loeurwurpe vpojewr 1 L1z :nymoznys M

a b c d
Zadanie 2. Niech A = i :3 jia —bc . Oblicz AAT i jej wyznacznik. Wywnioskuj z tego, ile
d ¢ —=b —a

wynosi det(A).
Zadanie 3. Oblicz wyznacznik

1 10 100 1000 10000 100000
0,1 2 30 400 5000 60000
0,1 3 60 1000 15000
0,1 4 100 2000
0 01 5 150

0 0 0,1 6

o O o o
o O O

Zadanie 4. Pokaz, ze uktad réwnan uzyskany przez
e zamiane i-tego oraz j-tego réwnania
e dodanie do j-tego réwnania wielokrotnosci i-tego
e przemnozenie i-tego réwnania przez stata o # 0

jest rownowazny wejSciowemu.
QU[BIRIMPO BS 9109

‘ourejuaae afoerado amozsiaim oxel 0) yemolardiouiz 4sof [orogsoad ofe ‘ypedred U RUZOTN DYMOZDYS M

Zadanie 5. Ile rozwiazan ma ponizszy uktad réwnan w zaleznosci od parametru A7 Uklad jest nad
Zq3, tym samym A\ € Zq3.

Ar 4+ A%y o+ Az o= 1
T+ ANy + Mz o= A
r 4+ oy 4+ Az o= A2
Zadanie 6. Rozwiaz przy uzyciu wzoréw Cramera, tj. x; = %, uktady réwnan:
2 —1| |z 1 cosa sina| |z cos 3 1 LS 6
1 16 ~ 17| — sin = |sinB|’ DR N B
) sina cosa| |x2 s 11 1| |as 9

Zadanie 7. Ile rozwiazan maja ponizsze uklady réwnan (w zaleznosci od parametru p):

I

1o 1ol 1 p p p|[= p
2 1 3 2| |7?] = |2p], 1 p pl|laa| =|p
41 5 2| |* D 11 1] |3 P

T4



Zadanie 8. Podaj jedno rozwigzanie szczegdlne oraz postaé rozwiazania ogdlnego dla:

2 5 -8 8
43 =9 |71 _ |9 :22
23 5| [T | L,
18 —7| 1 |12

Preferowana metoda eliminacji.

710 il
2 7 2
—11 —15| |*3

T4

w

Zadanie 9. Zbadaj ilo$¢ rozwiazan w zaleznosci od parametru A.

—6
-2
-3
-3

~N Ot i~ 0

-5 -1 I
7 3 i)
4 2 T3
17 7 T4

> W = ©

— N Ot
N N W

© W ot
—_
=~ o

I

8

2
3

8

Zadanie 10. Opisz przestrzen rozwiazan ponizszych ukladéw réwnan (np. poprzez podanie bazy od-

powiedniej przestrzeni liniowej)

T1 —r3 = 0

ro —x4 = 0 1
—x1+ 3 —x5 = 0 T2
—xo+ x4 —x6 = 0

—x3 4x5 = 0 Tno

—x4 4x¢ = 0

x1
+1‘2
+x3

+Tp—1
Tp—1

+x9
+$3
+x4

+xy
+xp

@)

T
3ZE1
4
3$1

+x0
‘|‘5.CE2
+5x9
+8x2

—2x3
+6:B3
—2x3
+24ZL‘3

+2x4
—4:E4
+3x4
—19x4

o O o o



Lista 7

Zadanie 1. Udowodnij, ze jesli A1, Ag, ..., Ag sa réznymi wartoSciami wlasnymi macierzy M, to odpo-
wiadajace im wektory wlasne vy, vs,...,v; sa liniowo niezalezne.
{1=7a ‘- ‘Ta} po Auzayezetu omorur] 1sal Ja az ‘y od dloympur zezid zexod :wymozvys |

Zadanie 2. Pokaz, ze jedli A jest wartoécia wlasna macierzy A to AF jest wartoscig wlasng AF.

Zadanie 3. Znajdz wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory wlasne dla podanych przeksztatcen
liniowych:
L((z,y,2)) = 2z —y,0,y +2) oraz  L((z,y,2)) = (0,0,y) .

Zadanie 4. Znajdz wartosci wlasne macierzy (nad R), podaj ich krotnosci geometryczne i algebraiczne:

2 -1 2 4 -5 7
5 =3 31, 1 -4 9
-1 0 =2 -4 0 5

Dla jednej z nich oblicz odpowiadajace wektory wtasne.
Zadanie 5. Znajdz wartoéci wlasne i odpowiadajace wektory wlasne przeksztalcenia L : R — R3:
L(z,y,2) = (y+ 2z, + 22,0) .
Zadanie 6. Pokaz, ze jesli A\? jest wartoécia wlasng macierzy M2, to M wa warto$¢ wlasng A lub —\.
(@+D)(@—P) =9 — 0 wynozvysH

Zadanie 7. Rozwazmy macierz kwadratowa M oraz jej macierz transponowana M7 . Udowodnij, ze
M oraz MT maja te same wartoéci wlasne oraz ze dla ustalonej wartosci wlasnej A

e jej krotnosci algebraiczne dla M oraz M7T sa takie same;

e jej krotnoséci geometryczne dla M oraz M7 sy takie same.

(V)= (V)32 (V)P = (V)10p :0ymozvys M

Zadanie 8 (Nie liczy sie do podstawy). Udowodnij, ze dla macierzy kwadratowych A, B wielomiany

charakterystyczne macierzy AB oraz BA sa takie same.
‘100150d MM AZISTORUL ZRIO PDAUIRIUIWDD AZIQIORUI WIOUAZIO[L

1sel py zIstoewr epzey oz ‘(egnexr) eloeurwip) (tupomopn studdisey () swes wejod e T aures misrd
-leu [oujozid eu vwW 010 ‘g B[P oruddiseN -oSoureseimpo g e[p miold(eu dzoy zeyoJ :pymozvysm

Zadanie 9. Niech A : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Pokaz, ze ker A oraz Im A sa
przestrzeniami niezmienniczymi A.

Zadanie 10. Sprawdz, ktére z ponizszych macierzy sa diagonalizowalne.

7T =12 6 0 10
10 —-19 10}, -4 4 0
12 -24 13 -2 1 2

Zadanie 11. Dla wielomianu p(z) = YF a;z’ mozemy zdefiniowaé¢ naturalnie wartoéé tego wielo-
mianu na macierzy kwadratowej, jako p(M) = Zf:o a;M?, gdzie M = Id.

Niech M = AJA™!, gdzie J jest macierza Jordana (tzn. na przekatnej ma klatki Jordana), zas @y
jej wielomianem charakterystycznym. Pokaz, ze ¢pr(M) jest macierza zerowa.

(W pelnej ogdélnosci to zadanie powinno moéwié, ze A, J sa macierzami nad C, ale w zasadzie nic
nie zmienia to w dowodzie: wystarczy, ze pokazesz to dla R.)



Lista 8

Zadanie 1. Niech (-,-) bedzie standardowym iloczynem skalarnym na R", tj. dla wektoréw v =
[v1,v2, ..., vn) T, u = [ug, ug, ..., up) T

(v,u) = Zuwi .
i=1
Pokaz, ze
{(u,w} =ulv .

(Formalnie (u,v) jest liczba, a u” v macierza, ale staramy sie ignorowa¢ takie drobnostki.)
Wywnioskuj z tego, ze dla dowolnej macierzy M zachodzi

T

(u, Mv) = <MTu, v>

Zadanie 2. Niech M bedzie macierza symetryczna (tj. M = M7T) wymiaru n x n a {-,-) bedzie
standardowym iloczynem skalarnym na R™. Pokaz, ze

(u, Mv) = (Mu,v)

(mozesz skorzystaé¢ z Zadania 1).
Wywnioskuj z tego, ze jesli A # N sa réznymi wartoSciami wlasnymi macierzy symetrycznej M
o wektorach wlasnych v oraz v/, to (v,v’) =0, tj. v i v’ sa prostopadle.

Zadanie 3. Niech B = vy,...,v, bedzie baza ortonormalng V a v € V dowolnym wektorem w V.

Pokaz, ze jedli [v]g = (a1,...,an)T to
n
loll = | D_of -
i=1

Zadanie 4 (Nieréwno$¢ Bessela; réwnos$¢ Parsevala). Niech {eq,..., e} beda ukladem ortonormalnym,
tj.:

o Vi(e;,e) =1;
o Vi j(enes) = 0.

(Nie zakladamy, ze jest baza).
Pokaz, ze dla dowolnego wektora v:

k
> e o) [P < ol
i=1
i réwnos¢ dla kazdego v implikuje, ze {eq,...,ex} jest baza.

Zadanie 5 (Macierz Grama, nie liczy sie do podstawy). Zdefiniujmy macierz Grama ukladu wektoréw
{v1,...,ux} W przestrzeni V z iloczynem skalarnym jako

G(A) = ((vi, ) )ig=1,...k -
Udowodnij, ze
e det(G(A)) jest nieujemny

o det(G(A)) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest liniowo zalezny.

.(}[(Lt...

‘I

A1033p0m so3fel ofnjuezordar | zI0WRIN ) UAZOO[l oyel ziowew 3 yrmejspazid Mmqoids :orumijeu
-I0)[Y {MOIO)NoM PRI U} AWL(MZI[RULIOU0LIO0 APS ‘RUIRIr) RZIdRW Z AS afo1zp 0)) :Dymoznysm



Zadanie 6. Niech V bedzie przestrzenia liniows z iloczynem skalarnym nad cialem R, zag Vq, Vo <V
jej podprzestrzeniami (z tym samym iloczynem skalarnym). Pokaz, ze:

e V1 <V = Vit > Vi,
o (Vi +Vo)t =Vi-nVy,
o (1Nt =Vt + V5t
Zadanie 7. Zdefiniujmy iloczyn skalarny na przestrzeni wielomianéw jako

1

(g,h) = 5 /11 g(x)h(z)dx .

Dokonaj ortonormalizacji (dowolnej) bazy przestrzeni wielomianéw stopnia nie wiekszego niz 2.
Zrzutuj prostopadle na ta przestrzen wielomiany 23 oraz 23 — 2% + z — 1.

“wAMmOorul] woruedfeyzsyozid 5ol jnzri [o0dm 00 “pnzu 1sol 09 1083z [o18NIp O] DYMOZVYS M
Zadanie 8. Uzupelnij do bazy a nastepnie zortonormalizuj podane uktady wektordw:
1 11 1 1y.
) 5)7 (57 257 2 _5)7
) (5:3:-3)-

Zadanie 9. Dokonaj ortonormalizacji baz:

)

[SC]] R T

9

e (1,2,2),(1,1,-5),(3,2,8);
o (1,1,1),(~1,1,-1),(2,0,1).

Zadanie 10. Niech V: przestrzen liniowa z iloczynem skalarnym, B: baza V,a F : V — V: przeksztal-
cenie liniowe. Pokaz, ze F' jest izometrig wtedy i tylko wtedy, gdy

Vuwen (F(u), F(v)) = (u,v)
Tj. gdy F zachowuje iloczyn skalarny wektorow z bazy.
Zadanie 11. Pokaz, ze nastepujace przeksztalcenia sg izometriami.

e obrét o kat « na plaszczyznie

e zamiana jednej ze wspélrzednych (w bazie ortonormalnej) na przeciwna. (Przez ,wspélrzedne”
rozumiemy standardowe wspotrzedne R™.)



Lista 9

Zadanie 1. Udowodnij, ze jesli M jest macierza ortogonalna, to det(M) € {—1,1}. Wywnioskuj z tego,
ze jesli F jest izometria, to det F' € {—1,1}.

Zadanie 2. Niech by, ...,b, bedzie baza przestrzeni liniowej R™ (nad R) ze standardowym iloczynem
skalarnym (-, -). Niech M bedzie macierza kwadratowa n x n o elementach z R.
Pokaz, ze M jest ortogonalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych i, j

(bi, bj) = (Mb;, Mbj)

Zadanie 3 (Nieréwno$¢ Hadamarda, nie liczy si¢ do podstawy). Niech M = [C}|Cy|---|Cy] bedzie
macierzg kwadratowa a C, ..., C, jej kolumnami. Pokaz, ze

|det(M)| < TG
i=1

gdzie || - || to dlugosé w standardowym iloczynie skalarnym. Pokaz tez, ze jesli M jest ortogonalna, to

obie strony sa réwne.
/TOSOUMOI TUIBUOI)S
oz aforzp 3d1s 00 -dldezirewriouojro zpemoidozid 1 A10)yom oxel py Auwmioy (MIseIlog :DYMOZDYSM

Zadanie 4. Sprawdz, czy podane ponizej macierze sg dodatnio okreslone:

1 20 2 2 0 6 2 4 3175§§
—2.2 0, |220/, |2 11, |, /]
0 0 1 00 1 415 5 3 1 9

Zadanie 5. Przedstaw ponizsze macierze dodatnio okreélone w postaci BT B.

3
2
1

N )

1 1
1, |o
1 0

O = O
o O O

“RU[RULIOUO)IO BZR( :}/ SBZ ‘BMOPIep
-ue)s vze(q 09 5 91Zp8 ‘VApy zidwew okizm zsozowl g ziotorw oyel eruotumwodAzid e 0ymoznysy

Zadanie 6. Pokaz, ze:
e suma dwoch macierzy dodatnio okreslonych jest dodatnio okreslona;
e macierz odwrotna do macierzy dodatnio okreslonej jest dodatnio okreslona.

Zadanie 7. Niech M = (m; ;)i j=1,..n bedzie macierza dodatnio okreslona. Udowodnij, ze
n
i=1

"@PIRWRPR]] [0SOUMOISIU Z [R)SAZIONG :DYMOZDYS A

Zadanie 8. Na podstawie ponizszych tabel dzialan okresl, ktory zbiér z dziataniem jest grupa.

~‘abcd a b ¢ d
-‘abc -‘abc

b 5 ala b ¢ d ala b ¢ d
ale ve @t @yl y o d ¢, blb doa c
blb a ¢ bla b ¢

b b cle d a b cle a d b
clre @ clre a dld b a ¢c d|d b a c

Zadanie 9. Podaj tabelke dziatan grupy obrotéw i symetrii kwadratu.



Zadanie 10. Rozwazamy trzy grupy:
1. grupa symetrii tréjkata réwnobocznego (trzy obroty i trzy symetrie osiowe),
2. grupa obrotow szesciokata foremnego,
3. grupa (Ze, +¢) (czyli z dodawaniem mod 6).

Przedstaw ich tabelki dziatan. Ktore z tych grup sa izomorficzne?

Zadanie 11. Pokaz, ze (ab)™! = b~ 1a" 1.
Pokaz, ze rownosé
(ab)" =a"b"
zachodzi dla dowolnego r (naturalnego) oraz dowolnych a,b € G wtedy i tylko wtedy, gdy grupa G
jest przemienna.



Lista 10

Zadanie 1. Pokaz, ze, z dokladnoscia do izomorfizmu, istnieje tylko jedna grupa trzyelementowa (do-
kladniej: (Zs,+)) oraz dwie grupy czteroelementowe: (Z4,+) oraz Zgo X Zs z dodawaniem po wspol-
rzednych.

jmojuowae ApdzI omIjzow s oryel :ooyund WISNIP A\ DYMOZDYS M
Zadanie 2. Niech H; i Hs beda podgrupami grupy G.
e Pokaz, ze Hi U Hs nie musi by¢ podgrupa G.
e Pokaz, ze jedli H; U Hs jest podgrupa G, to Hy < Hy lub He < H;.

e Pokaz, ze jesli G jest przemienna, to (Hy U Ha) = {h1he : hy € Hy, hy € Ha}.
(Dla przypomnienia: (A) to najmniejsza grupa generowana przez A.)

o Jesli {H;}icr jest dowolna kolekcja podgrup G, to réwniez (;c; H; jest podgrupa G.

Zadanie 3. Centralizatorem elementu a w grupie G nazywamy zbiér elementéw przemiennych z a,
czyli
G(a)={be G : ab=ba} .

Centrum grupy G nazywamy zbiér
Z(G)={a : Ybe G: ab=ba}

(czyli: przemiennych ze wszystkimi elementami w G). Udowodnij, ze dla dowolnej grupy G i elementu
a centralizator G(a) oraz centrum Z(G) sa podgrupami G. Pokaz tez, ze

Z(G)= () Glg) -

geG

Zadanie 4. Czy zbiér {e,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} z dzialaniem skladania permutacji jest
podgrupa grupy 547 Czy jesli dodamy do tego zbioru wszystkie cykle trzyelementowe to czy otrzymamy
podgrupa, S47

Zadanie 5. Niech S, bedzie grupg permutacji n elementéw. Pokaz, ze:
o ((i,i+1);(1,2,3,...,n)) = S, dla dowolnego i = 1,...,n — 1;
e ((1,2);(2,3,...,n)) = Sp.
Zadanie 6 (Grupa alternujaca). Udowodnij, ze jesli G jest podgrupa grupy permutacji S, to
e zbiér G, permutacji parzystych z G jest podgrupa G}
o |Gyl = |G| lub |G| = 5.
W przypadku, gdy G = S, to ta podgrupa G, to grupa alternujaca A,.

Zadanie 7. Dla macierzy (a; ;)i j—1,2,..n rozpatrzmy funkcje:

n

f@ig)ij=12..n) = > sgu(o) [] oy »

ocESy i=1
n

F(aig)ij=12,.n) = Y sgu(o) [] aioq -
oES, i=1

Pokaz, ze obie definiuja wyznacznik.
‘uwnoy oruerurez od NUAZOO[I 03oURINUOY euz As eruolz el ‘zijyedzol :eufermAIjoru
1so[ uwnjoy euerwrez oy[AJ, “eqruzoeuzAm Ajewolsye erupeds oz ‘Owzpmerds -du zsezopy ymozvys M



Zadanie 8. Pokaz, ze kazda permutacja z A,, (czyli permutacja parzysta) jest ztozeniem cykli trzy-

elementowych.
TRAD PIYR) YRoMD
[ozAm[eu oruezoyz oxel orme)spozid d1s ep oAzodsuery yoomp ukzooft oz ‘miotdfeu zeoJ :0ymozvysp

Zadanie 9. Dla podanych ponizej permutacji o

_(t2345678 9 10
“\7 412983510 6)°
(1 23 4 567 8 9 10 11 12 13 14
9 \l12 5 7146211 4 9 13 3 11 8 |
(12 3 4 5 6 789 10 11 12 13 14
=\ 73101 131496 412 5 2 11 8

1 1

na cykle. Podaj rzad o oraz o~ !. Okredl ich

4 5 1 23 45
5 2/ |4 5 2 1 3)

) jako ztozenie cykli roz-

podaj permutacje odwrotng o~ *; roztéz o oraz o~

parzystosé.
. . . 2 3
Zadanie 10. e Wyznacz permutacje odwrotne do permutacji 3 1 4

123 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 6 5 4

o Przedstaw permutacje ( 3 7 8 10 11 9 1 12

tacznych.
6

= Ot
—_

. (1 2 3 4 5 1 2 . . .
e Przedstaw permutacje (5 1 2 3 4> oraz (6 3 )Jako zlozenia transpozycji.

e Jakie sy rzedy permutacji z powyzszych podpunktéw?



Lista 11

Zadanie 1. Znajdz grupe obrotéw szeScianu.
-dlejardiagur
tupemnjeu ew 101qo Apzey (9| = [?H| - |°0| wsouzerez oelemAzn Adnis pezi zo1qQ :DYMOZDYS)

Zadanie 2. Wyznacz rzedy grup obrotéw bryl platonskich: czworoscianu foremnego, szescianu forem-
nego, osmioscianu foremnego, dwunastoscianu foremnego, dwudziesto$cianu foremnego.

1ol =ol- POl wymozvyspy

Zadanie 3 (Grupa dihedralna). Rozpatrzmy grupe obrotéw i odbié¢ n-kata foremnego (nazywamy ja
grupg dihedralng D). Ile ma ona elementéw? Pokaz, ze nie ma innych przeksztalcen zachowujacych ten
wielokat (tj. przeksztalcen z wierzchotkdéw w wierzchotki, ktore zachowuja sasiedztwo wierzchotkéw).

1Bl =0l "ol wymozvysm

Zadanie 4. W grupie Sg rozpatrzmy grupy generowane przez

1 12345 6 78 9 10
“\5 83 94106 21 7

9 123 456 7 89 10
“\7 46 18 3 29 5 10

3. (1,6,9)(2,10)(3,4,5,7,8).

Dla kazdego elementu ze zbioru {1,2,...,10} wyznacz jego orbite oraz stabilizator dla naturalnego
dzialania dzialania tych podgrup na zbiorze {1,2,...,10}.

Zadanie 5. Rozpatrzmy kwadraty, w ktérych malujemy wierzcholki na bialo lub czerwono. Dwa kwa-
draty uznajemy za identyczne, jesli mozna je przeksztalci¢ na siebie przez obrét. Ile jest rozréznialnych
kwadratéw majacych

o 4
wierzchotkéw biatych? Jak zmieni si¢ odpowiedz, jesli dopuscimy tez symetrie kwadratu?
Zadanie 6. W pieciokacie foremnym prowadzimy wszystkie pie¢ przekatnych. Dziela one ten pieciokat
na dziesie¢ tréjkatéw oraz jeden (mniejszy) pieciokat foremny. Kazda z tych jedenastu figur kolorujemy
na jeden z pieciu (réznych) koloréw. Uzyskang figure mozemy obracaé¢ oraz przekladaé¢ na druga

strone (czyli dziala¢ na niej grupa obrotéw i symetrii pieciokata foremnego). Ile jest rozréznialnych
(ze wzgledu na obroty i symetrie) takich kolorowan tej figury przy uzyciu pieciu koloréw?

Zadanie 7. W grupie obrotéw kwadratu opisz warstwy (prawostronne i lewostronne) podgrupy gene-
rowanej przez obrét o 180°.

W grupie obrotéw i symetrii kwadratu opisz warstwy (prawostronne i lewostronne) podgrupy
generowanej przez

e obrét o 180°.
e obrét o 90°.

e symetri¢ wzdluz przekatnej (wybierz dowolna).



Zadanie 8. Opisz warstwy lewostronne i prawostronne podgrupy Ss w Sy. Czy potrafisz uogdlnié te
obserwacje na dowolne S,_1 < 5,7

|7 wezel 100z1d /wazeiqo z alo1zp dt 1S MOU Z U eUZ : ¢
ozriqomidozid /wazeiqo z ofo A1s 00 ‘d1s mour)sez ofe ‘yoeored vU RUZO DYMOZDYS

1

Zadanie 9 (Nie liczy sie do podstawy). Pokaz, ze dla dwéch permutacji o, 7 permutacja 7~ o7 ma taki

sam rozklad na cykle, jak permutacja o.

Korzystajac z tego faktu pokaz, ze podgrupa {e, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} < Sy jest pod-
grupa normalna (w Sy). Wybierz dwie nietrywialne warstwy i wymnéz je jako elementy grupy ilora-
ZOWE].

Zadanie 10. Znajdz wszystkie podgrupy normalne w grupie obrotéw i odbi¢ kwadratu. Dla najmniej
licznej z nich podaj tabele dzialan w grupie ilorazowej (tj. grupie warstw podgrupy normalne).

Zadanie 11. Zal6zmy, ze H jest podgrupa G, a N podgrupa normalna G. Pokaz, ze wtedy
HN={hn : he H ne N}

jest podgrupa G.
Zalézmy, ze grupy Ni, No sa normalne w G. Pokaz, ze N1 Ny jest podgrupa normalna.
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Zadanie 1. Wykonaj ponizsze obliczenia modulo 3 oraz 5. Oznaczenie 627! oznacza element odwrotny
do 62 mod 3 w Zs3 (analogicznie w Zs).

o —(125-18+432-49)71.(75-27—16-7) + (77-227! — 18 - 255);
e 157 —34312. 2414 + 175 - 123 — (176~ 1)* . 1212.

Zadanie 2. Rozpatrz dziatanie algorytmu Fuklidesa na dwéch kolejnych liczbach Fibonacciego. Jak
wyglada para liczb trzymanych po k-tym kroku? Udowodnij, ze dla pary liczb (Fj41, Fj+2) algorytm
wykonuje przynajmniej n krokéw.
Pokaz, ze algorytm Euklidesa (w ktérym zastepujemy a przez a mod b, a nie a przez a — b)
wykonuje O(log(a) + log(b)) krokéw.
dmojod o0 31 ezsloruwiz qzol[ Z SeI0)Y NYOI WAUpal m 9z ‘ZeyoJ :DYMOZDYSM
Zadanie 3. Uogdlnij algorytm Euklidesa dla wiekszej liczby liczb m1, ma, ..., mg. Pokaz, ze nwd(my, ..., my) =
Zle x;m; dla pewnych liczb catkowitych x;.
g - - - S eTp mddysod orulAd
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Zadanie 4. Pokaz, ze dla liczb catkowitych a,b > 0 sa dokladnie dwie pary liczb catkowitych (z,vy),
takich ze:

e za + yb = nwd(a,b) oraz

b

® |$| < nwd(a,b)’ ’y| < nwdaia,b)'

Pokaz ponadto, ze w jednej z tych par x jest dodatnie, a y niedodatnie, za§ w drugiej odwrotnie.
(9 ‘v)pmu zozid mistdeu [PIZPAA DYMOZDIYS A

Zadanie 5. Oblicz nwd dla nastepujacych par liczb. Przedstaw je jako kombinacje liniowa (o wspot-
czynnikach catkowitych) tych liczb.

{743,342}, {3812, 71}, {1234, 321}.
Zadanie 6. Pokaz, ze jesli n,m sa wzglednie pierwsze, to ¢(nm) = ¢(n) - p(m).
‘amje] omye) 0% 3sol otu oe ¢ yoeored rvuU* 7o) IS BP (YOBIZSOI O "M} OFOLYSUIY)) Z ZSOZOJN DYMOZDYS M

Zadanie 7. Ile wynosi ¢(p¥), gdzie p jest liczba pierwsza a k > 1?7 Uzywajac Zadania 6, okresl, ile
wynosi p(pi* - pg? -+ pp¥) dla p1,p2, ..., pr—rdéinych liczb pierwszych.

Zadanie 8. Oblicz ¢ dla nastepujacych liczb: 7,9,27,77,143,105. Mozesz skorzystaé z Zadania 7.

Zadanie 9. Przypomnijmy, ze Chinskie twierdzenie o resztach méwi, ze gdy mi, ma, ..., my sa pa-
rami wzglednie pierwsze, to naturalny homomorfizm z Zy,,.my..cm, W Zmy X Ly X -+ X Loy, jest
izomorfizmem.

*

Pokaz, ze obrazem Zy, .....om,

* * *
Ly X Ly X ==+ X Ly, .

(czyli elementéw odwracalnych w Zy,, .mq...m,, ) tego izomorfizmu jest

Zadanie 10. Podaj dowolne rozwigzanie w liczbach naturalnych ponizszych ukladéw réwnar.

r mod7 =2 z mod7 =1 z mod9 =25 r mod9 =38
z modb =1 r modb =4 z modl1ll =6 r modll =3
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Zadanie 1. Wyznacz najwiekszy wspdlny dzielnik par wielomianéw (o ile nie jest napisane inaczej:
w Rz])

o 244 223 — 1322 — 14z + 24 oraz = + 1023 + 3522 + 50z + 24;
o ot + 223 4+ 222 4 & + 4 oraz 2t + 4 (w Zs[z]);
o 24— 223 — 1922 4 8z + 60 oraz z* + 52® + 522 — bx — 6;
o * 4+ 23 4+ 222 + 22 oraz 2t + 223 4 222 + = (w Zs[z]).
W ktéryms z przyktadéw wyraz nwd jako kombinacje podanych wielomianow.

Zadanie 2. Wyznacz f+g, f-g dla podanych wielomianéw f, g. Podziel tez podane pary wielomianow.
(O ile nie jest napisane inaczej: w R[z]):

o f=uat4 423 — 2% — 162 — 10, g = 2% — 4;

o f=at4 423 — 22— 1520 — 11, g = 2% — 4o + 3;
o f=a'+1,g=2*+3x+2 (W Zs[X]);

o f=a?+1,g=x+1(wZ[X]);

o f=aP+1 g=2+1(w ZyX] dla p—pierwszego).

Az M 4(T 4 x) 1soukm ot ‘zorjod :0801UIRISO O(] DYMOZDYS A

Zadanie 3. Niech F bedzie cialem za$ F[z] pierscieniem wielomiandéw o wspdlczynnikach z tego ciala.
Udowodnij, ze kazdy wielomian f € F[x] da sie przedstawié¢ jednoznacznie (z dokladnoscia do kolejnosci
czynnikéw) w postaci f = ¢+ f1 - fa- - fr, gdzie ¢ € F jest stala, a kazde f; € F[z] jest wielomianem
nierozktadalnym o wiodacym wspotczynniku réwnym 1.
"Mopepzo1  YoAuzol“ op 1zpemoid 00 ‘0390kporm efIuuizojodsm
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Zadanie 4. Udowodnij uogdlnienia twierdzenia z wyktadu:
Niech f bedzie wielomianem nierozktadalnym a p1ps ... p; wielomianami w F[xz] oraz f¥|pips . .. pe.
Wtedy istnieja liczby ni,na, ..., ne, takie ze >, n; > k oraz dla kazdego i zachodzi f™i|p;.

Zadanie 5. Korzystajac z tw. Bezout rozl6z ponizsze wielomiany z Zs|x| na czynniki nierozkladalne
ac5—|—x3—|—m+1, :E4—|—:v3—{—x2—|—1, x5+1:2+3:, :v4—{—x2—|—1, 4?4

Potraktuj powyzsze wielomiany jako wielomiany z Zs|[x| i réwniez rozt6z je na czynniki nierozkladalne.
"OU[RPRINZOIAIU S eTU
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Zadanie 6. Wielomian f ma reszte z dzielenia przez x — c; réwna ry oraz reszte z dzielenia przez x — co
réwna ro. Ile wynosi reszta z dzielenia f przez (z — ¢1)(z — c2)?
Wystarczy, ze zapiszesz zaleznosé na wspotcezynniki tego wielomianu, nie musisz jej rozwiazywac.

mnozog M3} z [RISAZIONG :DyMOzZDYSM
Zadanie 7. Oblicz wartosci podanych wielomianéw w odpowiednich pierscieniach:

4322 -2 +1w2, wZn, 228 —2?+rx-2wl, wiZs; 3zt —32+4r—5w2, wZ

Zadanie 8. Niech f,g, f',¢',a beda niezerowymi wielomianami z piericienia wielomianéw F[x]. Za-
16zmy, ze f = af’ oraz g = ag'.



e Jesli A = nwd(f’, '), to ile wynosi nwd(f, g)?

e Jesli A/ 1’ sa ilorazem oraz reszta z dzielenia f’ przez ¢/, to ile wynosi iloraz, a ile reszta z
dzielenia f przez g7

Zadanie 9. Dane s dwa niezerowe wielomiany f, g € F[z] o wspdlczynnikach z ciala F. Zal6ézmy, ze
f = f'f" oraz nwd(f’, g) = 1. Celem zadania jest pokazania, jak odtworzy¢ reprezentacje nwd(f, g)
jako kombinacji wielomianéw f, g z analogicznych reprezentacji dla f”, g oraz f’, g.

e Pokaz, ze nwd(f,g) = nwd(f”,g).

e Niech nwd(f”,g) = af” + bg oraz 1 = nwd(f’,g) = c¢f’ + dg dla odpowiednich wielomianéw
a,b,c,d € Flz]. Wyraz nwd(f,g) jako kombinacje wielomianéw f,g; kombinacja ta zapewne
bedzie uzywa¢ wielomianéw a, b, c, d, f'.

Zadanie 10. Wylicz reszte z dzielenia nastepujacych wielomianéw przez x — ¢ dla podanych wartosci
¢ (jesli nie jest powiedziane inaczej: wielomiany sa z R[z]).

o 23 522 +32+1,ce{0,1,2};
o 20% + 222 + v+ 1€ Zs[z], c € {1,2,3};
e 422 +32z -2, ce€{-1,0,1};

o 13+ 222 + 22+ 2 € Z3x], c € {-1,0,1}.
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Zadanie 1. Celem tego zadania jest pokazanie, ze wielomiany nierozkladalne w R[z] sa stopnia naj-
wyzej 2. Mozesz korzystaé¢ z (nie tak prostego) twierdzenia, ze wielomiany nierozkladalne nad C[x]
sg stopnia najwyzej 1. W tym zadaniu utozsamiamy wielomian z jego wartoSciowaniem a T bedzie
oznaczaé sprzezenie (w C) liczby zespolonej x.

Ustalmy wielomian f € R[x].

e Pokaz, ze dla liczby zespolonej ¢ zachodzi f(¢) = (o).

o Wywnioskuj z tego, ze jesli ¢ € C jest miejscem zerowym wielomianu f, to jest nim tez ¢.
e Pokaz, ze wielomian (z — ¢)(z — ¢) ma wspdlczynniki rzeczywiste.

e Wywnioskuj z tego, ze jesli f jest nierozkladalny (w R[z]), to jest stopnia najwyzej 2.

Zadanie 2. Operacje rézniczkowania wielomianéw nad dowolnym ciatem definiujemy tak jak w przy-
padku liczb rzeczywistych, tzn. (X7 aiz?) = S0 iaz'!.

Udowodnij, ze w dowolnym pierscieniu wielomianéw o wspétczynnikach z ciata rézniczkowanie ma
te same wlasnosci, co w przypadku wspélczynnikéw rzeczywistych, tzn.:

e jest liniowa: (af + Bg) = af' + pg dla o, 8 € F, f,g € Flx]

o (f9) = f'g+ fg dla f,g € Flz].

LT =041 = [ wiop] m nypedAzid op
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Zadanie 3. Udowodnij, ze dla wielomianu f € F[x] liczba a € F jest pierwiastkiem k-krotnym tego
wielomianu wtedy i tylko wtedy gdy f(a) = f/(a) = f’(a) = --- = fE=D(a) = 0.

Zadanie 4. Rozwazmy wielomiany o wspotczynnikach z ciala F. Dla jakich a,b wielomian
X% +aX?+b

ma pierwiastek podwdjny (dopuszczamy wigksze krotnosci), jesli

o F=R?
o [F =737
OF:Z5?

Mozesz skorzystaé z Zadania 3, nawet jesli nie umiesz go udowodnic.
‘0 = q zel1o () = » 1pedAzid ouqoso ZeMZOY :DYMOZDYS M
Zadanie 5. Niech F bedzie cialem skonczonym o n elementach. Pokaz, ze w F[z] prawdziwa jest

zaleznosc:
" —x = H (r —a)

a€cF
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Zadanie 6. Znajdz wielomiany najnizszego mozliwego stopnia, spetniajace warunki
o F(=1) = =12, F(0) = =7, (1) = =6 (w R);
9(0) =3,9(1) =4,9(4) =3 (W Zs);
e 2(0) =1, h(1) =2, g(h) =0 (w Z3);
e i(1)=3,1(2)=6,i(4) =2 (w Zr);



e j(1)=3,5(2) =10, j(3) = 23 (w R).

Zadanie 7. Udowodnij, ze nie istnieja kody korygujace bledy, ktore poprawiaja wiecej btedéw, niz
kody Reeda-Salomona.
W tym celu pokaz, ze jesli w F¥, ktére traktujemy jako k-elementowe wektory elementéw z I,
mamy wybrane |F|" wektoréw, to ktéres dwa z nich réznia sie na najwyzej n — k + 1 pozycjach.
oupdz1jodsm ozs[ep ¥ — U
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Zadanie 8. Opisz konstrukcje ciala o oémiu elementach. Wskaz generator grupy multiplikatywnej (np.
zgadujac go i sprawdzajac, ze rzeczywiscie jest generatorem).

Zadanie 9. Znajdz wszystkie wielomiany nierozkladalne stopnia 2 w Zs[z]. Dla kazdego z nich opisz
konstrukcje ciata o dziewieciu elementach. Wskaz izomorfizmy miedzy tymi ciatami.

Zadanie 10. Na wykladzie wspomnieliémy (bez dowodu), ze dla liczby pierwszej p istnieje wielomian
nierozktadalny stopnia m w Z,[z]. Udowodnij to stwierdzenie dla m = 2.
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