Algebra 2017/18 — Egzamin

Czas: 180 minut.

Kazde zadanie nalezy oddaé¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce. W przypadku
zadan rachunkowych rozwiazanie powinno zawiera¢ opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie ob-
liczen; zadanie nie spetniajgce tego warunku mogg nie byé sprawdzane. W przypadku dowodu rozwiazanie
powinno by¢ czytelng wypowiedzia, a nie jedynie zbiorem symbolicznych przeksztatcen.

Zadanie 1.

[2 punkty] Podaj definicje macierzy odwracalne;j.

[3 punkty] Udowodnij, ze macierz kwadratowa M jest nieodwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy ma wartosé
wlasna 0.

[5 punktéw] Udowodnij, ze jedli k-ta potega M* macierzy kwadratowej M jest nieodwracalna (gdzie k > 1
jest liczba naturalna), to réwniez M jest nieodwracalna.

Zadanie 2.

[2 punkty] Podaj definicje rzutu ortogonalnego, tj. jesli P : V' — V jest rzutem, to jakie zaleznosci ma
spetnia¢ Pv oraz v dla v € V.

[3 punkty] Niech V' bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym, zas W < V jest podprzestrzenia liniowa.
Udowodnij, ze jesli wy, ..., wy jest baza ortonormalng W, to rzut prostopadty na W wyraza sie wzorem:

k
Py (v) = Z (v, W) w; .
i=1

(2
[5 punktéw| Niech V bedzie przestrzenia liniowa z iloczynem skalarnym. Udowodnij, ze dla zbioru wektoréw
U C V zachodzi
Ut = (LIN(U)Y  oraz (UH)t =LIN(U) .
Mozesz korzystaé z udowodnionych (na wykladzie i éwiczeniach) wlasnosci LIN oraz

Zadanie 3.

[2 punkty] Podaj definicje zbioru liniowo niezaleznego przestrzeni liniowej V' (nad cialem F).

[3 punkty] Pokaz, ze jesli V' jest przestrzenia skonczenie wymiarowa, to niezalezny zbiér U mozna rozsze-
rzy¢ do bazy, tj. istnieje baza By D U.

[5 punktéw] Niech U C Z;, bedzie zbiorem m < n niezaleznych wektor6w w przestrzeni liniowej Zy. Ile
jest wektorow w Zj, ktore sg liniowo niezalezne od U?

Zadanie 4.
[2 punkty] Podaj definicje wartosci wlasnej i jej wektora wilasnego.
[3 punkty] Udowodnij, ze jesli uklad réwnan

4

AX =B,

(gdzie A jest macierza prostokatna, X wektorem zmiennych odpowiedniego rozmiaru zas B wektorem
wartosci tego samego rozmiaru) ma rozwiazanie, to zbior rozwiazan jest postaci Xo + ker A, gdzie X jest
dowolnym rozwiazaniem.

[5 punktéw] Ile ma rozwiazan ma ponizszy uklad réwnan (nad liczbami rzeczywistymi), w zaleznosci od
wartosci parametru A7

3z + 2y + z = 4
dr + 3y - z = -5
r + (1-X)y + 5z = 21+

Zadanie 5.

[2 punkty] Podaj sformulowanie Chiriskiego Twierdzenia o Resztach.

[3 punkty] Udowodnij poprawnosé¢ Algorytmu Euklidesa (w ktérejs z wersji — wybierz ktérej) dla liczb
naturalnych.

[5 punktéw]| Policz ponizsze wyrazenie modulo 5, 7 i 35:
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Zadanie 6.

[2 punkty] Podaj definicje najwiekszego wspdlnego dzielnika dwéch wielomiandw.

[3 punkty] Udowodnij, ze jesli f, g € Flz| sa dwoma wielomianami o wspodlczynnikach z ciata IF oraz g # 0
jest niezerowy, to mozna je podzieli¢ z reszta, tj. istnieja dwa wielomiany ¢,r € Flz| o wsp6lezynnikach
z IF, takie, ze f = qg + r oraz deg(r) < deg(g).

[5 punktéw] Podziel z reszta wielomian f przez wielomian g, gdzie f, g € R[x| sa wielomianami o wspél-
czynnikach rzeczywistych:

f=a" =225 +2° — 2t — 223 — 22 + 4,
g:x4—6x2—7x—6.

Zadanie 7.
[2 punkty] Podaj definicje rzedu elementu grupy G.
[3 punkty] Udowodnij, ze jesli permutacje g, h sa cyklami roztacznymi, to rzad gh to najmniejsza wspdlna
wielokrotnosé¢ rzedéw g oraz h.
[5 punktéw] Dla podanej permutacji o oblicz jej rzad, parzysto$¢ i rozklad na cykle rozltaczne. Podaj
permutacje odwrotna:

a—(l 2 3 4 5 6 7 891011121314151617)

10 12 8 11 16 15 13 14 4 7 6 2 1 3 17 5 9



