Algebra - Lista 11

Zadanie 1 Czy zbiér {Id, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} z dzialaniem skladania permutacji jest podgrupa
grupy S4? Czy jesli dodamy do tego zbioru wszystkie cykle trzyelementowe to czy otrzymamy podgrupa S4?

Zadanie 2 Pokaz, ze grupa S, jest generowana przez dowolna transpozycje elementéw sasiednich oraz cykl
(1,2,3,...,n). Jest tez generowana przez zbior {(1,2),(2,3,...,n)}
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) jako zlozenie cykli roztacznych.

Zadanie 3

w

e Wyznacz permutacje odwrotne do permutacji (
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e Przedstaw permutacje ( 9
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e Przedstaw permutacje ( ) oraz <6 3 9 5

51 9 3 4 jako zlozenia transpozycji.

e Jakie sa rzedy permutacji z powyzszych podpunktéw?

Zadanie 4 (Grupa alternujaca) Udowodnij, ze jesli G jest podgrupa grupy permutacji Sy, to
e zbiér G, permutacji parzystych z G jest podgrupa G;
G
hd |Gp| = ‘G| lub IGp| = lT‘
W przypadku, gdy G = S, to ta podgrupa G, to grupa alternujaca A,.

Zadanie 5 Dla macierzy (a; ;)i j=12,...n rozpatrzmy funkcje:

n
F(@ig)ij=12,.n) = Y sen(0) [ [ aioe)-
ocESy i=1
Pokaz, ze:
o f(Id,) =1
e funkcja ta jest liniowa wzgledem kazdej kolumny macierzy
e zamiana kolumn macierzy zmienia jej znak
Wywnioskuj z tego, ze jest to wyznacznik.
Wskazowka: Tylko trzeci punkt jest nietrywialny. Rozpatrz, jak zmienia si¢ znak konkretnego iloczynu po
zamianie kolumn.

Zadanie 6 Pokaz, ze kazda permutacja a A,, jest zlozeniem cykli trzyelementowych.
Wskazowka: Pokaz najpierw, ze iloczyn dwdéch transpozycji da sie przedstawié¢ jako ztozenie najwyzej dwéch takich
cykli.

Zadanie 7 (Inwolucja) Inwolucja nazywamy dowolng funkcje f : A — A taka, ze f o f jest identycznoscia.
Zauwaz, ze inwolucje zbioru {1,2,...,n} sa permutacjami z .S,,.

e Jak wyglada rozklad inwolucji na cykle?

e Przedstaw permutacje cykliczna (a1, as,...,ax) jako ztozenie dwéch inwolucji.

e Udowodnij, ze kazda permutacja z S, jest ztozeniem dwdch inwolucji.

Zadanie 8 Dla podanych ponizej permutacji o
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podaj permutacje odwrotna o~ !; roztéz o oraz o !

na cykle. ktére z permutacji 0,0 ! sa parzyste?

Zadanie 9 Dla podanych podzbioréw grupy permutacji Sy okresl, czy sa one podgrupami Sy (permutacje podane
sa jako rozklady na cykle; Id oznacza permutacje identycznosciowa). Jesli podany zbidr jest podgrupa, wystarczy
odpowiedz ,, TAK”. Jedli nie jest, to odpowiedz ,NIE” uzasadnij.
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{(1234); (1432); (13)(24);1d};

{(12)(34); (13)(24); 1d};

{(12)(34); 1d};

{(13); (24); (14)(23); (12)(34); (1234); (13)(24); (1432); 1d};

{(12)(34); (13)(24); (14)(23); Id };

{(1234); (12)(34); Id};

Zadanie 10 (Sprzezenie) Rozwazmy grupe G i zdefiniujmy jej sprzezenie:

pg(x) = gzg™".

Pokaz, ze

® Vabh = PaPb)
® ¢, jest izomorfizmem z G w G.



